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Consideratii privind aproximarea calculelor
in informatica numerica

Asist. drd. Diana Sophia Codat
Universitatea "Tibiscus'" din Timisoara

ABSTRACT: Le calcul numérique a pris naissance bien avant
'apparition des ordinateurs. Les scientifiques se sont trouvés amenés
depuis toujours a essayer d'évaluer, de chiffrer des effets, a tester les
modéles qu'ils ou elles avaient élaborés pour rendre compte de
phénomenes observés.

Aussi, un grand nombre de méthodes d'évaluation de fonctions,
d'intégrales, de résolution d'équations, ... ont été mises au point il y a
longtemps. Le développement des“ordinateurs a provoqué une
véritable explosion dans leur emploi en méme temps qu'ont vu le jour
des algorithmes de plus en plus performants.

1 Generalitati

Calculul numeric a luat nastere cu mult inaintea aparitiei calculatoarelor.
Cercetatorii au incercat dintotdeauna sd evalueze modelele pe care le-au
elaborat tinand cont de fenomenele observate.

Astfel, un mare numar de metode de evaluare a functiilor, de integrale,
de rezolvari de ecuatii, ... au fost dezvoltate acum mult timp. Dezvoltarea
calculatoarelor a dus la elaborarea de algoritmi din ce in ce mai performanti.

Fenomenele observate in stiinte sunt, in cele mai multe cazuri,
considerate apriori ca s§i continue: depind de timp, sau de spatiu si
formalizarea lor se bazeaza pe dezvoltarile analizei matematice. De fapt,
rezultatele experimentale sunt ele insasi deseori Inregistrate intr-o maniera
discontinud. Daca esantionam, de exemplu, un semnal sonor intr-un numar
de ori pe secunda, va apare o functie continud in timp $i spatiu.
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La nivelul calculului numeric lucrul se intdmpla in sens invers. Plecam
de exemplu de la ecuatia care descrie evolutia in timp a unei populatii,
ecuatie datd sub forma analitica, si Incercdm plecand de la conditiile initiale
date, sd estimam ce va fi aceasta populatie la un moment ulterior.

O mare parte a analizei numerice se fondeaza pe ideea ca toate
functiile (care prezintd proprietitile matematice: continue, derivabile...) pot
fi reprezentate printr-o dezvoltare in serie limitatd, alegerea limitei, numar
de termeni ai dezvoltarii, in functie de precizia care o asteptdm reprezentand
functia.

Astfel, daca dorim sa evaludm functia sin (x), putem sd ne bazam, pe
dezvoltarea in serie x-x/31+x/5!-...
Dar, in acest caz vedem ca vor aparea erori, pe de oparte legate de faptul ca
seria este trunchiatd dupa un numadr de termeni, iar pe de alta parte o eroare
legata de faptul cd reprezentarea numerelor utilizate si deci rezultatele
operatiilor este limitat la un numadr de cifre semnificative.

2 Aproximatii

Cazul evaludrii unei functii sau a unei integrale este interesant pentru a
studia problemele de trunchiere.

a. Evaluarea unei integrale
Consideram integrarea unei functii date f(x)

b
[ f1a0) e

a

i. Simpson
1. ordinul 0

Cel mai simplu este sd ne limitdm la o suma de termeni:

b 1
]ﬂx] chr o= z o) fuzeg
a a

Aceasta revine in a inlocui 1n fiecare punct x;, functia prin primul termen al
dezvoltarii in serie.

205



Anale. Seria Informatica. Vol. I fasc. |

Annals. ComButer Science Series. 1% Tome 1* Fasc.

Daca functia este evaluatd la un pas constant Ax, integrala (sau mai
bine zis aproximarea) este egala cu:

Ax [ f(a) + f(at+ Ax) + f(a + 2AX) +...]

Putem evident ameliora calitatea aproximarii marind numarul de
termeni ai sumei (si deci diminuand valoarea Ax)

Algoritmul de evaluare al integralei este urmatorul:
calculaza Ax=(b-a)/n
lunde n este numarul de termeni ales
evalueaza functia in a, a+ Ax, ..., a+ n Ax
leu a+nAx =>b!
adauga toti termenii
multiplica cu Ax

Pentru a estima calitatea rezultatului obtinut, putem multiplica
numadrul de termeni cu 2, de exemplu, si reincepe intregul proces, pana cand
noul rezultat nu difera de precedentul decat printr-o limita pe care am fixat-o
(si pentru care rezultatul converge spre o anumitd valoare!). Aceasta
aproximare a integralei de ordinul O este rezultatul exact, in cazul in care
integram o constanta.

2. ordinul 2

La ordinul'urmator dezvoltarea in serie se scrie in felul urmator:

4l
[ fxdebe = L2 A [flxg) + fixien)]

X

Recunoastem aici regula trapezului.

Generalizand la fiecare interval de integrare, vom obtine:

b
[ fzeh ke =
a 1/2 Ax[f(a)+2*f(a+ Ax)+2*f(a+2Ax)+...+f(b]

Acest rezultat este exact, in cazul unei functii lineare de x.
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Aceasta aproximare este, pentru un numadr dat de puncte, sensibil superioara
precedentei (pentru Ax/(b-a) <<l); vom ardta cd termenii neglijati in
dezvoltare sunt de aceastd datd de ordinul Ax’ multiplicati prin valoarea
derivatei secunde a functiei intr-un punct in intervalul intre X; §i x;+; pentru
fiecare interval.

3. ordinul 3

Putem, evident, continua micul joc luand din ce in ce mai multi termeni In
dezvoltare, ceea ce implica si din ce in ce mai multe valori ale functiei de
evaluat.

Foarte utilizata este cea de ordinul 2, ceea ce revine la a.aproxima functia
printr-un polinom in x de gradul 2, de forma ¢, © + crx +c;.

Rezultatul se scrie:

1]

[ﬂxll chr =

& 173 Ax [ f(a) +4 * fla+ Ax) + 2 * fa + 2Ax) + 4 * f(a + 3Ax) + ...
+ f(b) ]

Observam alternanta factorilor 2 §i 4 in serie.

Daca functia a fost evaluata in.a, a+Ax, etc., pentru a da (1), f(1+1)...., f(n),
algoritmul care furnizeaza integrala se rezuma la:
s<=0 I's=0 este valoarea initiala a integralei !
pentruide lal lan-2 pas 2 fa
s <-s+f(1) +4 * f(i+1) + {(1+2)
sfpentru
s <-s*Ax/3

- - Y 4 . - . 1
Remarcam ca numarul n trebuie sa fie impar.

ii. Gauss

Putem, de asemenea, sd inlocuim functia printr-o sumd de polinoame ugor
de evaluat, eventual multiplicatd printr-o functie x. Trebuie pentru aceasta sa
dispunem de o baza completa de polinoame ortogonale. Utilizam frecvent
polinoamele lui Cebasev.

! Atentie la implementarea in Pascal, buclele sunt limitate la valori de pas 1 si -1
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In acest caz va trebui sd gdsim functiile x in care trebuie sa multiplicam
diferite polinoame pentru a obtine o aproximare data.
Pe aceasta schema se bazeaza si metoda lui Gauss.

Vom ardta cd, prin media evaludrii functiei in puncte bine specificate (nu
echidistante) si utilizarea de coeficienti numerici adecvati, obtinem un ordin

superior celui din formulele Iui Simpson pentru un numar dat de evaluari de
f(x).

Vom expune mai jos algoritmul, in forma schematica, pentru N=10:

procedure integrala(a, b, s)

! f, functia este definita precedent!

! a si b sunt borne de integrare !

! s este rezultatul de integrare !

variabile
x, w: vector (1..5) real
xm, Xxr, dx: real
! x sunt abscise unde trebuie sa fie-evaluata functia
(simetric in raport cu punctul-din mijloc!
lw este greutatea fiecaruia dintre puncte !

corp
X<-
(.1488743389,.4333953941,.6794095682,.8650633666,.9739065285)
w<-

(.2955242247,.2692667193,.2190863625,.1494513491,.0666713443)
xm'<-0.5%(b+a)
Xr <- 0.5*(b-a)
s<-0.0
pentru j de lal la 5 fa
dx <- xr * x(j)
s<-s+w(j) * (f(xm+dx) + f(xm-dx))
sfpentru
s<-xr*s
sfproc

b. Integrarea ecuatiilor de miscare

Nu avem nevoie, intotdedauna, sd recurgem la metode foarte sofisticate
pentru a obtine rezultate interesante. Luand, de exemplu, cazul solutiei
ecuatiei de migcare a unei planete in jurul Soarelui. Ea se scrie:
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m & r--G % m 1
de T £ T
Exprimand in coordonate carteziene aceeastd ecuatie si introducand viteza
v = g_, y si constanta C (=G m m') ajungem la :
13

dary r—
di: -G F | dt % }{2 +
Solutia numerica cea mai simpla consta in a scrie:

X1 (At) =Xo + v, (0) * Aty (At) =yo + vy (0) * At
si

Vi (At) = v, (0) +ay * At vy (At) = vy (0) +a, * At
sau ay si ay valori respectiv —c X/’ si—c y/r’

vom da X , yo §1 vitezele initiale vy (0) s1 vy (0). In plus, alegem arbitrar un
interval de timp At suficient de mic.

Obtinand noua pozitie dupa un timp At calculam acceleratiile:
ay=— x/1° si ag——c y/r’

plecand de la noile valori ale lui x, y, z, ceea ce ne permite a calcula noile
viteze. Obtinem, deci, din aproape in aproape, prin iteratii succesive,
pozitiile si'vitezele 1n timp.

Un rezultat mult mai bun vom obtine dacd vom lua o viteza din
mijlocul intervalului si nu de la inceput, cum am luat in exemplul nostru.

Incepem prin‘a evalua viteza la un interval de timp At/2. Apoi, pentru
a calcula pozitia in x(At), addugam la x(0) termenul At * v(At/2).

Restul procedurii este identic cu ceea ce am expus mai sus unde
inlocuim viteza de debut al intervalului cu o viteza la mijlocul intervalului
de timp plus produsul lui At cu acceleratia la timpul t.
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