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ABSTRACT. The paper presents a few aspects regarding the t-norms
in the fuzzy set theory. After reviewing the algebrical properties for
the t-norms, there are presented the relations between these properties
as well as the relations between the most important of t-norms classes
and the last results in the domain.

1 Introducere

Principala idee care a stat la baza teoriei multimilor fuzzy a fost de a inlocui
valorile booleene de adevar {0;1} cu o multime mai mare, de obicei [0,1].
Atunci cand se Incearca generalizarea conectorilor booleeni conjunctie si
disjunctie la acest caz, in literaturd se incepe cu norme, respectiv conorme,
triunghiulare [Kle81]. Normele triunghiulare au fost studiate prima datd in
contextul spatiilor metrice probabiliste [Sch+83] pentru a formula
inegalitatea triunghiului, de unde si numele initial. Conormele triunghiulare
sunt conceptul dual.

Definitia 1.1 O norma triunghiulara (t-norma) este o functie
T:10,1] X[0,1] —[0,1]
astfel incat pentru orice x,y,z € [0,1]:
T1. T este asociativa: T(x,T(y,z))=T(T(x,y),z)
T2. T este comutativa: T(x,y)=T(y,x)
T3. T este nedescrescatoare pe a doua componenta: T(x,y) < T(x,z),
dacay <z
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T4. Tare pe 1 ca element neutru: T(x,1)=x
O t-norma T este arhimediand daca:
T5. T este continua
T6. T(x,x)<x, Vxe(0,1)
O t-norma arhimediana T este strictd daca:
T7. T(x'y') <T(xy), daca x'<x si y'<y, Vxx'yy €(0,1). =

Definitia 1.2 O conorma triunghiulara (t-conorma) este o functie
S: 10,17 X[0,1]1 —[0,1]
astfel incat pentru orice x,y,z € [0,1]:
S1. S este asociativa: S(x,S(y,z))=S(S(x,y),z)
S2. S este comutativa: S(x,y)=S(y,x)
83. S este nedescrescatoare pe a doua componenta: S(x,y) < S(x,z),
dacay <z
S84. S are pe 0 ca element neutru: S(x,0)=x
O t-conorma S este arhimediand daca:
S5. Seste continua
8§6. S(x,x) >x, Vxe(0,1)
O t-conorma arhimediana § estestricta daca:
S7. Sx'y) <Skxy), dacax' <xsiy' <y, Vxx'yy e€(,1).mn

Daca T este o t-norma, atunci t-conorma sa duala este data de
Sy)=1-T(1-x,1-y)
Este evident ca-orice t-norma 7 este de asemenea nedescrescdtoare pe prima
sa componentd si cd satisface si proprietatea 7(x,0) = 0, precum si ca orice t-
conorma este descrescitoare pe prima sa componenta si ca satisface si
Sx,1)=1-T(1x,1-1)=1-T(1x,0)=1-0=1

Exemplele  clasice din literaturd pentru t-norme s§i t-conorme sunt
urmatoarele:

Tyin(a,b) =min{a,b} Smax(a,b) = max{a,b}
Tru(a,b) = max{a+b-1,0} Spu(a,b) = min{a+b,1}
Tpron(a,b) = ab Spro(a,b) =a + b - ab
T = ab Zlam:a+b—(2—7/)ab
y+(l-y)(a+b—ab) 1+(1-y)ab

_ | min{ab}, dacamax{a,b}=1

T weak
0, altfel
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max{a,b}, dacamin{a,b}=0
strong 1, ahfel
unde am folosit urmatoarele prescurtari: Luk=Lukasiewicz, Ham=Hamacher,
prob=probabilistic.

Normele triunghiulare se folosesc pentru a modela conectorul logic
AND, iar conormele triunghiulare se folosesc pentru a modela conectorul
logic OR, in teoria multimilor fuzzy. Ele se pot extinde, prin asociativitate,
la n> 2 argumente. De exemplu

Toron(@1,a2, ... ,an) = ai- @y ... “ay

Tru(ar,as, ... .an) = max{Zal. -n+1,0}
i=1

Ca o consecintd imediatd a comutativitatii, monotoniei si elementului
neutru 1, 7,,;, este cea mai mare, iar Ty, €Ste cea.mai mica dintre toate t-
normele:

Twear(a,b) < T(a,b) < Tmin(a,b); ¥V a,b € [0,1]

Txy) < Txl) = x < x|
Ttxy) = Tyx) < I(yl) =y <y

Dacaa#1si b#1: Tyea(ab)=0 < T(a,b)

} = T(x,y) < min{x,y}

Daca b =1, max{a,b} =1, Tyear(a,b) = minfa,b} =a < a=T(a,1)
Analog,
Smax(a;b) < S(a,b) < Sstrong(a’b)a Vabe [0,1]

Operatia de intersectie se poate defini cu ajutorul t-normelor.

Definitia 1.3 Fie T o t-norma §i A §i B doua multimi fuzzy. T-intersectia lui
A cu.B este definitd ca:
(ANB)(1) =T(A(1),B(t), ViteX =

Exemplul 1.4 Fie T = T,..(a,b) = ab t-norma produs (probabilistica).
Atunci:

(AN B)()=A(t) B@t), VieX
Daci AB:[-1,11— [0,1], A() =B(®) = 1-|t, Yte[0,1] u

115



Anale. Seria Informatica. Vol. II fasc. I

Annals. Comeuter Science Series. 2™ Tome 1% Fasc.

Figura 1.1. T-intersectia a doud multimi fuzzy

Reuniunea a doud multimi fuzzy se poate defini cuajutorul t-
conormelor.

Definitia 1.5 Fie S o t-conorma si A si B doua multimi fuzzy. S-reuniunea
lui A cu B este definitd ca:

(AUB)(t) = S(A(®),B(1), Vt€X u

Exemplul 1.6 Fie S =S,s(ab)=a +.b~ ab t-conorma probabilistica.
Atunci:
(A'UB)(t)=A@) + B(t) - A(t)B(t), ViteX
Daca A4,B:[-1,1]1 = [0,1], A@® =B@t)=1-¢f, YVt [0,1] =

0,5

Figura 1.2. S-reuniunea a doud multimi fuzzy
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2 Proprietiti algebrice ale t-normelor

Din punct de vedere algebric, t-normele sunt semigrupuri speciale pe
intervalul unitate [0,1] [Sch+83]. Un astfel de semigrup poate avea
proprietati aditionale, care vor conferi un comportament foarte specific t-

normei. Dacd x € [0,1]si n € N, termenul x|’ se defineste ca

X, dacan=1

(n) _ o
Xy = T(x,x,...,x), dacan>1
%{_/

Primul grup de proprietati algebrice interesante ale unei t-norme T
consta din:
1. Monotonie strictid: T se zice strict monotond-daca y <.z-implica
intotdeauna T(x,y) < T(x,z)
2. Legea anularii: T satisface legea anularii daca. T(x,y) = T(x,z) s1 x
>0 implica intotdeauna y = z
Strictete: T se numeste strictd daca 7 este continua si strict monotona
4. Proprietatea arhimediand: T se numeste arhimediana dacd pentru

ed

orice pereche (x,y) € (0,1)* exista un_n € N astfel incat X<y
5. Proprietatea limitei: T satisface proprietatea limitei dacd pentru
orice x € (0,1) avem lim xi"’ =0
X—>®©

6. Proprietatea diagonalei: T satisface proprietatea diagonalei daca
pentru toti x € (0,1) avem 7(x,x) <x

Un prim rezultat al prezentei lucrari 1l constituie figura 2.1, in care sunt
vizualizate relatiile dintre aceste proprietati

Exista in literatura de specialitate exemple care arata ca alte implicatii
nu mai au loc: minimum (7,,;,) este continud dar nu este arhimediana. Mai
mult, 7,,;, nu satisface nici legea anulérii si nici proprietatea diagonalei. Cea
mai slabd t-norma, T,.4 satisface proprictatea diagonalei si este
arhimediana, dar nu este continud si nici nu satisface legea anularii.

Exemplul 2.1 Urmatoarea t-norma T nu este continud, satisface
proprietatea diagonalei, dar nu satisface legea anuldarii si nici proprietatea
arhimediana:

0 , daca (x,y)e€[0,0.5]
T(xy)=12(x—0.5)(y—0.5)+0.5 , daca (x,z)=(051]> =
min(x,y) s altfel
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- T este continud X
T satisface sersssrtnnneessssssssssnssranesee T satisface
legea anulirii proprietatea limitei
T este continud A
T este stricti
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& T este continud
y T este continud y
T eSte NI NN NN I NI EEEEEEEEEE T eSte
strict monotoni arhimediana

..-
T este continud &
!

T satisface
proprietatea diagonalei

Figura 2.1. Relatiile dintre diferitele proprietiti algebrice ale t-normelor

Alte exemple arata ca pentru t-normele non-continue nu existd nici o
relatie Intre proprietatea arhimediana si legea anulérii.
Alte proprietdti importante ale unei t-norme T se leaga de nilpotenta si
de existenta divizorilor lui zero:
1. Un numar x € (0,1).se zice element nilpotent al lui 7 daca existd un n

€ N astfel incat' x{" =0.

2. O t-norma T se zice nilpotentd daca ea este continud si daca fiecare
x € (0,1) este un element nilpotent al lui 7.

3. Un numar x € (0,1) se zice divizor al lui zero al lui 7 daca exista un
y € (0,1) astfel incat T(x,y) =0

Este evident ca multimea elementelor nilpotente ale unei t-norme 7 este
vida (de exemplu, pentru 7,,;,) sau este un interval de forma (0,c) sau (0,c].

O t-norma pentru care fiecare element din (0,1) este un element nilpotent
este Intotdeauna arhimediand, dar nu necesar continud (contraecxemplu:

T, weak)-
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Daca T nu are divizori ai lui zero, atunci T(x,x) > 0, pentru orice
x € (0,1]. Fiecare element nilpotent al lui 7 este un divizor al lui zero al lui
T, dar nu si invers. De exemplu:
T min(x,y), daca x+y>1
(xy) 0, alifel
fiecare element din (0,1) este un divizor al Iui zero Insa multimea
elementelor nilpotente ale lui T este (0,0.5].
Ca si consecintd, pentru o t-norma continud si arhimediana urmatoarele
propozitii sunt echivalente:
1) T este nilpotenta;
i1) T are cel putin un element nilpotent;
iii) T are cel putin un divizor al lui zero;
iv) T nu este stricta;
v) T nu satisface legea anularii.
Aceasta inseamna ca o t-norma arhimediand 7" este strictd daca si

numai dacd pentru fiecare x € (0,1) secventa x\" este strict descrescitoare

si converge la 0.
In figura 2.2 prezentam un al rezultat al acestei lucrari: relatiile dintre
diferite clasele de t-norme prezentate mai sus.

t-norme

t-norme cu proprietatea diagonalei

t-norme strict monotone

t-norme arhimediene

(Tonear)
t-norme stricte t-norme nilpotente
(Tprnh) {T[.uk)

t-norme continue
(T min)

Figura 2.2. Diferite clase de t-norme si relatiile dintre ele
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3 Operatori de medie. Discutie

Intr-un proces de decizie, ideea de compromis corespunde la a vedea
evaluarea globald a unei actiuni ca fiind situatd Intre cea mai rea si cea mai
buna evaluare. Aceasta apare in prezenta obiectivelor conflictuale, atunci

Operatorii de medie realizeazd compromisul intre obiective, permitand
0 compensatie pozitiva intre evaluarile lor.

Definitia 3.1 Un operator de medie M este o functie
M : 10,17 X [0,1] — [0,1]
satisfacand urmdtoarele proprietati:

MI. M(xx)=x, Vxe&l[0,1] (idempotenta)
M2. M(x,y]=M(@,x), Vx,y e [0,1] (comutativitate)
M3. M©0,0)=0,M(1,1)=1 (conditii de extrem)
M4. M(x,y) <M(x'y'),dacax<x'siy<y’ (monotonie)
MS5. M este continud ]

Daca M este un operator-de medie, atunci
min {x,y} < M(x,y) <max{x,y}, Vx,y € [0,1]
In adevir, din idempotenta si monotonia TuiM rezulti ca
min{x,y} =M(min{xy},min{x,y}) < M(x,y)
si  /M(x,y) < M(max{x,y},max{x,y}) = max{x,y}
O familieqimportanta de operatori de medie este datd de catre mediile
cvasi-aritmetice:

M(ay,a,....a,) =" GZ f(a, ))

Kolmogorov a caracterizat aceasta familie ca fiind clasa tuturor operatorilor
de medie continui $i decompozabili.

Exemplul 3.2 Media cvasi-aritmetica a lui a; §i a, este definita ca
M(aj,az) — f—] |:f(a1)+f(a2):|

2
Cei mai utilizati operatori de medie sunt:
2xy
xX+y

e media armonica:

e media geometrica: /Xy
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ty

. . L. X
e media aritmetica:

o duala mediei geometrice: 1—./(1-x)(1-y)

® duala mediei armonice: x=y-2xy
2—-x—-y
y , daca x<y<a
e mediana: med(x,y,o)=<a , daca x<a<y
X , dacda a<x<y

1
L
o p-media generalizata: [%} , p=1 n

Procesul de agregare a informatiei apare in multe aplicatii legate de
dezvoltarea sistemelor inteligente: retele neuronale, controlori cu logica
fuzzy, sisteme pentru viziune, sisteme expert, decizii multi-criteriale, etc.
T-normele, t-conormele si negatiile se pot folosi pentru a reprezenta
cunostintele nesigure.

O idee interesantd apare in [lan97]. Pentru fiecare propozitie s, se
considera gradul sau de incredere, b(s) € [0,1]. Daca se folosesc t-norme (t-
conorme) pentru a combina informatii cu grade de incredere mari (mici), in
general se obtin rezultate care sunt contrare realitatii. Astfel, se ilustreaza
combinarea a ‘n factori (n = 5,10,...,20) avand acelasi grad de incredere d.
De exemplu, pentru t-norma -~ 7(x,y) = xy, d = 0.9 si n = 20 se obtine
0.12157665459, in loc de 0.9. lancu propune ca plecand de la o t-norma (t-
conormad) datd, si se obtind o noud t-norma (t-conormd), care sia dea
rezultatele in concordantd cu realitatea, daca ea este folositd pentru a
combina informatii cu grad de incredere mare (mic). Se obtin urmatorii
operatori cu pragul a € (0,1) [LLO3]:

t-norma:

LTy e ,daca x<asiy<a

xy)={ie (o) daedrsasty
min(x,y) ,dacax>asiy>a

t-norma corespunzatoare t-normei T,
S(x,y) ,dacixzagsiy=a
S.(x.y)= ; :
max(x,y) ,dacix<asiy<a

unde S este t-conorma corespunzdtoare t-normei T,
sau genemlizare lancu:
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a(l-a)xy gy < . <
T (x y) = 202+3a2x+2a2y—ax—ay+xy(6a2—5a+1) ’ daca Xxsagry=a
a 4 . - .
min(x,y) ,dacax>agiy>a

x+y+2xy

,dacix>asiy>a
max(x,y) ,dacax<asiy<a

Generalizarea lui lancu si alte rezultate similare, vor face obiectul
unei viitoare lucrari a autorilor, cu exemplificari din managementul firmei.
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