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Abstract. In this paper we are studying the properties for some
families of contextual languages with catenation. The study concerns
some classical properties (see [13]) for contextual languages and some
new properties characteristic to these families of languages. The
results in this paper continue the work from [7]. Using these properties
we will be able to establish some necessary. conditions and pumping
properties for families of contextual languages with catenation.

1 Introducere

in definitia originald a gramaticilor contextuale selective, G = (V, 4,C, @),

limbajul generat este definit ca fiind cel mai mic limbaj satisfacand
urmatoarele proprietati:

1o fiecare cuvant din A se gaseste in L(G);

2. pentru fiecare cuvant x € L(G) si pentru un cuvant z € L(G) si un

context (u;v) € ¢(x), cuvintele wuxv,xz,zx se gasesc de asemenea in
L(G).

In acest mod, definitia poate fi utilizati pentru a oferi suportul pentru
modelarea unor constructii elaborate in limbajele naturale. Prin introducerea
operatiei de concatenare, alaturi de operatia de utilizare a contextelor, pot fi
obtinute constructii mai complexe, urmand modelul de formare a
propozitiilor, frazelor sau textelor.

Noile dispozitive generative, gramatici contextuale cu concatenare, sunt
utilizate pentru a extinde puterea generativi a dispozitivelor clasice,
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gramatici contextuale (Marcus) (vezi [For0OOa], [ForOlb], [ForOlc],
[For01d], [Pau82]).

Aceastd lucrare realizeazd o investigare a capacititii generative a
gramaticilor contextuale cu concatenare, completand rezultatele deja
prezentate in lucrarea [For0O1d].

In cele ce urmeazi, vom trece in revisti citeva dintre proprietatile
familiilor de limbaje contextuale investigdind modul in care aceste
proprietati sunt satisfacute de catre diferitele clase de limbaje contextuale cu
concatenare. Aceste rezultate ne pot ajuta sa stabilim mai departe relatiile
dintre familiile de limbaje contextuale cu concatenare si alte familii de
limbaje contextuale.

Pentru fiecare dintre aceste proprietiti vom reaminti enuntul acesteia
inainte de a analiza felul in care diferitele familii de limbaje cu concatenare
satisfac aceasta proprietate.

2 Proprietati ale familiilor de limbaje contextuale
2.1 Proprietatea EBS

Definitia 2.1. Spunem ca un limbaj L. V.* are proprietatea EBS daca
existd o constantd intreagd p astfel incat pentru fiecare cuvant x € L cu
| x [> p existda un cuvant y e L astfel incat x =uyv si 0<|uv|<p.

Proprietateas EBS caracterizeazi limbajele ECC. In ceea ce priveste
familiile de limbaje contextuale cu concatenare, au loc urmatoarele
rezultate:

Lema2.1. Familia CCON nu poseda proprietatea EBS.
Demonstratie. Fie gramatica CCON G = ({a,b},{1},{(a,b)}). Aceasta

gramatica genereaza limbajul D,,,, (limbajul Dyck peste alfabetul {a,b}).
Limbajul D,,,, nu poseda insa proprietatea EBS. Intr-adevir, daca acest

limbaj ar poseda proprietatea EBS ar trebui sa fie limbaj ECC. Fie G, o

gramaticd ECC care genereaza acest limbaj.
Sa consideram cuvinte de forma a™b™ (a’b?)", cu m,q >0, destul de

mari. Multimea contextelor acestei gramatici va contine cel putin contextele
(a,b),(A,ab) si (ab,A). In generarea cuvintelor de forma de mai sus Insa,

contextele anterioare nu vor fi suficiente. Astfel, pentru a obtine cuvantul
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x=a’h®(a’b*)’ va trebui si utilizim un context de forma (A,aabb), pe
langa contextele deja existente.
Mai mult, pentru a deriva un cuvant de forma a™b™ (a?b?)", cu

m,q >0 va trebui sa folosim un context de forma (4,a?b),q >0. Prin
urmare, dacd limbajul D,,, este ECC, multimea contextelor gramaticii

ECC care-1 genereaza este infinita.

Remarca 2.1. Deoarece proprietatea EBS caracterizeaza familia ECC,
urmeaza cd familiile CCON si ECC sunt incomparabile.

Data fiind definitia limbajelor CCON(F), urmeaza ca are loc incluziunea
si, mai mult, aceastd incluziune este strictd.Acest rezultat poate fi extins si
pentru celelate familii de limbaje contextuale cu concatenare avute in‘vedere
in aceasta lucrare.

Teorema 2.1. Niciuna dintre familiile CCON,, CSEL, (F)BCCON,, pentru
w € {in,ex} nu poseda proprietatea EBS.

2.2 Proprietatile EBSC, LEBSC

Rezultatele negative din sectiunea precedentd se datoreazad faptului cd in
derivarea cuvintelor dintr-un limbaj contextual cu concatenare este posibila
si utilizarea operatiei de concatenare.

In aceasti-situatie; in mod firesc, putem introduce urmitoarele
proprietati:

Definitia2.2. Spunem ca un limbaj L poseda proprietatea EBSC daca exista
o constanta intreagd p  astfel incdt pentru fiecare cuvant xe€ L, cu
lg(x) > p exista cuvintele y,ze L\U{A} astfel incit x=uyzv (uzyv,
respectiv), 1g(uzv) > 0, lg(uv) < p si lg(yz) > 0.

Spunem ca un limbaj L poseda proprietatea LEBSC daca exista o
constantd intreagd p astfel incdt pentru fiecare cuvant x € L, cu lg(x) > p
exista cuvintele y,ze L\ U{A} astfel incdt x =uyzv, (uzyv, respectiv),
0 <lg(uzv) < p si lg(yz) > 0.

Remarca 2.2. Proprietatea EBS pune in evidenta posibilitatea utilizarii
contextelor intr-o manierd exterioard. In plus fata de aceasta, proprietatea

EBSC pune in evidenta si posibilitatea utilizarii concatendrilor in manierd
exterioarad.

73



Anale. Seria Informatica. Vol. III fasc. I

Annals. ComEuter Science Series. 3™ Tome 1% Fasc.

Lema 2.2. Orice limbaj CSEL, CCON(F) sau FBCCON(F) poseda
proprietatea EBSC.

Demonstratie. Fie L un limbaj CSEL, x un cuvant din L si constanta p
definita astfel

p =2-max{max{lg(a)}, max {lg(uv)}}
astfel incat 1g(x) > p . Atunci x este de una din formele
. x=uxy cu (u,v)eC,x, € L.Alegem y=x,,z=4
2. x=xx,cux,x, €L.Alegem y=x,,z=x, iar (u,v)=(4,1).
In ambele cazuri sunt verificate conditiile proprietitii”EBSC, prin
urmare limbajul L poseda proprietatea EBSC.

Printr-un rationament similar putem deduce céd proprietatea EBSC este
satisfacuta si de catre limbajele familiilor CCON(F) si FBCCON(F).

Remarca 2.3. Orice limbaj L care poseda proprietatea EBS posedad si
proprietatea EBSC. Reciproca insa nu este adevarata.

Observam ca, pe baza rezultatului din Lema 2.2, fiecare limbaj CSEL
poseda proprietatea EBSC. Prin urmare, limbajul D, ,, poseda proprietatea

EBSC, insa acest limbaj nu poseda proprietatea EBS.
De asemenea, are loc

Remarca 2.4. Orice limbaj L care posedd proprietatea LEBSC poseda si
proprietatea EBSC.

Tinand seama de rezultatul anterior, urmeaza ca orice limbaj ECC este
CSEL. in plus,incluziunea este stricti.

Lema 2.3. Nici una dintre familiile de limbaje ICC, CSEL;,, FBCCON,(F)
nu poseda proprietatea EBSC.
Demonstratie. Pentru a demonstra acest rezultat, este suficient sa
consideram limbajul ICC
L={a"b"c|n=>0}

Acest limbaj nu poate poseda proprietatea EBSC (de fapt, nu poseda nici
macar proprietatea EBS). Limbajul L fiind ICC este de asemenea CSELj,
(CSEL,(FIN), FBCCON;,(FIN), respectiv).

Mai mult, putem stabili urmatorul rezultat:

Lema 2.4. Un limbaj este CSEL daca §i numai daca poseda proprietatea
EBSC.
Demonstratie. Fie L cV* un limbaj care poseda proprietatea EBSC

pentru o constantd intreagd pozitiva, p. Construim gramatica CSEL,
G=,A4,C,p),unde
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4 = {xe L[lgx) < p}
C = {(u,v)|uvelV*0<lguv)<p}
o(x) = A{w,v)eCluxvel},xelV*

Pentru cuvinte de forma xz cu zel, addugdm la mulfimea ¢@(xz),
construita ca mai sus, contextul (4,4),daca xze L,cu xeV *.
Folosind definitiile pentru A, C si ¢, egalitatea L = L(G) este imediata.

2.3 Proprietatea IBS

Definitia 2.3. Un limbaj LV * poseda proprietatea IBS daca existd o
constantd p astfel incdt pentru fiecare cuvant x e L, cu 1g(x) > p, exista
un cuvant y € L astfel incat x = xux,vx,, y =x,x,X; §i 0 <lg(u,v)< p.
Un limbaj L cV * poseda proprietatea BLI daca exista o constanta p
astfel incdt pentru fiecare x € L, cu lg(x) > p exista un cuvant y e L cu

0<lg(x)-lg(y) < p.
Proprietatea IBS caracterizeazd' limbajele TC. In ceea ce priveste
familiile de limbaje contextuale cu concatenare, au loc rezultatele:

Lema 2.5. Familia CCON poseda proprietatea IBS.
Demonstratie. Pentru un limbaj L € CCON alegem o valoare
p =3:maximax{lg(a)}, max {lg(uv)}}

Un cuvant-x.€ L cu lg(x) > p este de una din formele

l. x=uu,..u,v, ..v,v,.Alegem u=u,,v=v, cu 1<i<n. Cuvantul
Y=y ., uav, .. v, v, ...y, este de asemenea in Losi
0<lgv)<p.

2. X=uxXx,v, cu u,x,v,,x, €L. Analizdm mai departe cuvantul
x,. Dacd forma acestui cuvant este cea de la punctul 1, vom gasi
imediat sirurile u,v,y satisfacand conditiile proprietatii IBS; altfel
continuim analiza cu un subsir al sirului x,, fie acesta x\" e L.
Dupa un numar finit de pasi vom putea eventual identifica cuvintele
P xF e L, cu xF eSub(xF") si 0<lg(x{™M)<p. In

aceastd situatie alegem u = x{"*" si v=A4. Cuvantul y obtinut prin
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eliminarea subsirului x*"" din cuvantul x este de asemenea in L si
0<lgu,v)<p.
Cu toate acestea, controlul impus atat asupra aplicarii de contexte cat si
asupra operatiei de concatenare ne conduce la rezultatul

Lema 2.6. Familia CSEL nu poseda proprietatea IBS.
Demonstratie. Pentru a demonstra acest rezultat, consideram limbajul
L={a” |n>0}
Acest limbaj este generat de gramatica CSEL urmatoare
G =({a},{a}, )
unde {(1,1)} = p(a”) pentru m >1. Acest limbaj nu-este cu crestere in
lungime marginitd, deoarece diferenta dintre lungimile a doud cuvinte

consecutive este 2° —2*" pentru k >0. Prin urmare familia CSEL nu
poseda proprietatea IBS.

Remarca 2.5. Rezultatul din Lema 2.6 pune in evidenta faptul ca exista
limbaje CSEL care nu sunt TC. De fapt, familiile TC si CSEL sunt
incomparabile.

De asemenea, CCON < TC . Mai mult, aceasta incluziune este stricta.

Folosind demonstratia de mai sus putem.formula urmétoarea

Lema 2.7. Familia CSEL nu poseda proprietatea BLI.

Demonstratie. Este de ajuns sd observam ca demonstratia Lemei 2.6 se
bazeazd pe faptul ca proprietatea IBS implicd proprietatea BLI. De
asemenea, pentru putem realiza o constructie similard cu cea pentru CCON
in scopul.obtinerii unui rezultat asemanator, prin urmare

Lema2.8. Familia poseda proprietatea IBS .

2.4. Proprietatile IBSC si LIBSC

Intocmai ca in cazul proprietitii EBS, vom introduce doud noi proprietiti,
adaptate la tipurile noi de dispozitive generative studiate

Definitia 2.4. Spunem ca un limbaj L are proprietatea IBSC daca exista un
intreg pozitiv p astfel incdt pentru xe L cu lg(x)> p, existd cuvintele

v,ze LU{A}, unde x=xux,zvx, (sau Xx=Xuzx,vx;), y=XxX,x, iar
lg(uzv) >0 si lguv) < p
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De asemenea, putem introduce versiunea cu concatenare limitatd a
proprietatii IBSC dupa cum urmeaza

Spunem ca un limbaj L are proprietatea LIBSC daca existd un intreg
pozitiv p astfel incat pentru xel cu lg(x)> p, existd cuvintele

v,ze LU{A}, unde x=xux,zvx; (sau x=xuzx,vx;), ¥ =XX,X, lar
0<lg(uzv)< p.
Pornind de la definitia proprietatii IBSC urmeaza ca

Lema 2.9. Familiile CCON,

in?

CSEL,, poseda proprietatea IBSC.
Demonstratie. Intr-adevir, daci x € L cu Ig(x) > p, cu p valoare intreaga

pozitiva convenabil aleasa pentru un limbaj L € CSEL, , urmeaza ca

in?
X = X,UxX,vXx; Cu X,X,Xx; € L,(u,v) € Csau
X =XX,ZX; CU X, X,x; €L,z €L
X = X,ZX,X; CU X, X,X; € Lyze L
Prin urmare limbajul L € CSEL, poseda proprietatea IBSC. Valoarea p
poate fi aleasa ca fiind

p = maximax{lg(@)}, max {Ig(uv)} }

Lema 2.10. Fiecare dintre proprietatile LIBSC si IBSC implica proprietatea
IBS.

Remarca 2.6. Fie L un limbaj CSEL,,pentru care in orice derivare
X=> Yy Ccu y=XX,2X; (Sau X,zX,X;)
are loc 1g(z) < p, unde p este o valoare intreaga pozitivda. Atunci acest
limbaj poseda proprietatea LIBSC.
Remarca 2.7. Fiecare limbaj CSEL;, care satisface proprietatea LIBSC este

ICC.
Demonstratie. Pentru un limbaj L e CSEL, satisfaicand proprietatea

LIBSC, concatendrile posibile intr-o derivare a unui cuvant x € L sunt doar
cu cuvinte de lungime mai micd decdt o valoare intreagd p, prin urmare
multimea acestor cuvinte este finitd. Adaugdm mai departe contextele de
forma (4,z) si (z,4), zeV * cu lg(z) < p, la multimea contextelor C.

De asemenea, modificam functia de selectie, ¢, astfel incat daca
(4,4) € p(xz) sdavem ca (4,z) € p(x) .
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2.5 Proprietatile mix, Mix

Definitia 2.5. Un limbaj L <V * cu card(V) =2 poseda proprietatea mix
dacad exista constanta p astfel incdt daca exista a,beV, a#b si x,yeL
cu N, (x)>p,N,(y)> p, atunci pentru fiecare n>1 exista un z, € L cu
N,(z,)=2n si N(z,)=n.

Un limbaj L c V' * cu card(V) =2 poseda proprietatea Mix daca existd
constanta p astfel incat daca existd a,beV, a#b si x,yel cu
N,(x)> p,N,(y)> p atunci pentru fiecare n >1 existd un z, € L care se

poate scrie sub forma z, = x,x,...x,, cu x;, = x,,ax,,bx, ;; pentru 1 <i<n.

Lema 2.11. Familia CCON poseda fiecare dintre proprietatile mix si Mix.
Demonstratie. S3 consideram o gramatici CCON, G =(V,4,C). Fie
p =max{lg(w)|we 4}. Fie mai departe.x,yeL(G) astfel 1incat
N,(x)>p, N,(»)>p. Existd contextele (u,v),(u,,v,), astfel incat
N, (uv)>0 si N,(u,v,) >0 (eventual chiar (u,v)=(u,,v,)). Utilizand
aceste contexte arbitrar, se pot obtine cuvinte continand oricit de multe
aparitii ale simbolurilor a §i b.

Mai mult, posibilitatea utilizarii operatiei de concatenare in derivarea
cuvintelor ne asigurd ca familia CCON poseda si proprietatea Mix. Totusi,
tinand seama de faptul calimbajul a" U b" este CSEL urmeaza ca

Lema 2.12. Niciuna dintre familiile CSEL, (F)BCCON nu poseda nici una
dintre proprietatile mix sau Mix.

2.6. Proprietatea IAP

Definitia 2.6. Un limbaj L cV * poseda proprietatea IAP daca multimea
lungimilor cuvintelor sale contine o progresie aritmeticd infinitd.

Lema 2.13. Familia CSEL nu posedd proprietatea IAP.
Demonstratie. Vom consideram multimile

Lk — {ai |22k+1 <i< 22(k+1)}
Limbajul L = kI;JLk este CSEL 1nsi nu poseda proprietatea IAP.

Asa cum este insa de asteptat are loc urmatoarea Leméa

78



Anale. Seria Informatica. Vol. III fasc. I

Annals. ComEuter Science Series. 3™ Tome 1% Fasc.

Lema 2.14. Familiile CCON, CCON,, , FBCCON poseda proprietatea [AP.
Familiile CSEL;,, FBCCON;, posedd proprietatea IAP.

Demonstratie. Este suficient pentru inceput sd consideram un cuvant
x € L, unde L este un limbaj CCON (sau CCONj,). Atunci fiecare dintre
cuvintele x...x, cu m =1, se giseste de asemenea in limbajul L.

Sa observam de asemenea cd ne este furnizeazata aici incd o informatie
deosebit de importantd pentru familia CSEL: familia CSEL nu poseda nici
un fel de proprietati de pompare.

2.7 Proprietatea Min

Definitia 2.7. Pentru un limbaj L — V * notam
Min (L) ={x e L | PSub(x)N L =¢}
Min.(L) = Min,_ (L)Y Min,(L —Min,_ (L)), pentru i 2 1.
Sé consideram urmatoarea gramaticd contextuald cu concatenare,
G = ({a,b},{ab} {(a,1),(4,b)}) .
Atunci limbajul generat de aceastd gramatica este L(G) = {a"b" |n,m>1}".
Observam ca acest limbaj este CCON dar si' CSEL;,. Putem atunci enunta
urmatorul rezultat

Lema 2.15. Nici una dintre familiile CCON, CSEL, CSEL;, nu poseda
proprietatea Min.

Demonstratie. Pentru a demonstra aceasta este suficient sd ardtdm ca
multimea Min,(L(G)). este infinita pentru limbajul generat de gramatica de

mai _sus. Pentru aceasta, vom observa cd are loc relatia
{ab"a"b|m,n>1} c L(G). Pentru fiecare cuvant x de forma ab"a"b,

subcuvintele proprii sunt de forma b”a?, p,g > 0, prin urmare pentru orice
cuvant x de forma ab"a™b are loc PSub(x)NL(G)=¢.
Asadar {b"a" | n,m >0} < Min,(L), deci multimea Min,(L) este infinita.

Pentru gramaticile CCONj,, limbajul generat de gramatica anterioarad
este

L, (G) ={a}{a,b} * {b}
Nici acest limbaj nu se bucurd de proprietatea Min. Pentru aceasta este
suficient sa consideram cuvinte de forma ab”"a™b,m,n >1. Fie x un cuvant

de forma ab"a™b . Atunci orice subcuvant propriu al acestui cuvant este de
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una din formele 5", b"a™, a™, prin urmare PSub(x)NL, (G)=¢ pentru
fiecare cuvant x de forma ab"a™b,m,n >1. Aceasta ne indica faptul ca
rezultatul pentru familia CCON;, este

Lema 2.16. Familia CCON;, nu poseda proprietatea Min.
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