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Aspecte generale din teoria erorilor
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ABSTRACT. The theory of errors is concerned with the‘expression.of
the influence of one or more error sources to which computed. or
observed quantities are subjected. Also, it is trying to establish a
relation between the magnitude of an error and the probability of its
occurrence. In this article, we are briefly presenting the main
characteristics for the random error and the systematic error and we
are introducing some aspects of the error propagation theory.
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1 Consideratii teoretice

O ramurd importantd a matematicii o constituie calculul numeric care, pe
langa faptul ca trateaza procesul prin care problemele matematice se pot
rezolva prin intermediul operatiilor aritmetice, se ocupa si cu alegerea acelui
procedeu de rezolvare care se potriveste cel mai bine solutiei unei probleme
particulare. Unul dintre principalele scopuri ale calculului numeric este de a
furniza procedee exacte pentru rezultatele calculelor.

Erorile continute in raspunsul numeric la o anumitd problema pot
proveni, in general, din doua surse. Este vorba, in primul rand, despre erori
inerente care apar in formularea matematicad a problemei, aici putidnd fi
incadrate

1. erorile produse atunci cand formularea matematica a unei probleme

este doar o aproximare a situatiei fizice;

2. erorile datorate inexactitatii datelor fizice.

Acest tip de erori nu poate fi controlat prin intermediul calculelor iar
valoarea erorilor este, in general, neglijabila. Totusi, valoarea unei solutii
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calculate se poate exprima numai dupa ce a fost analizata cu atentie acest tip
de eroare.

In al doilea rand se poate vorbi despre erori produse in timpul
procesului de calcul numeric, putand fi vorba despre

1. greseli de programare

2. erori de trunchiere, adica evaluarea inexactd a operatorilor

matematici

3. erori de rotunjire sau, altfel, spus, calcule aritmetice inexacte.

Greselile de programare pot fi detectate si verificate. Insa ultimele
doua surse de erori computationale sunt cele care intereseaza cel mai mult si
pentru analiza si controlul lor se elaboreaza diferiti algoritmi.

Atunci cand se lucreazd cu vectori, matrice si.functii, problema
masurarii exactitdtii unei anumite cantitati se realizeaza prin intermediul
normelor. Vom enumera, in cele ce urmeaza, diferite tipuri de norme, mai
des utilizate in practica pentru mdsurarea erorilor

1. 1n cazul vectorilor din spatiul R" cele’'mat utilizate sunt
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2 Erori aleatoare si erori sistematice

Teoria valorii reale reprezinta un model simplu pentru masurare dar este
posibil si nu fie intotdeauna o reflectare corecta a realitatii. In particular, se
presupune cd orice observatie este compusd din valoarea reald la care se
adauga o anumitd valoare a unei erori intdmplatoare. Se ridica intrebarea
daca acest fapt este rezonabil, problema fiind daca erorile ce afecteaza o
masuratoare sunt in totalitate intdimplatoare.

Un mod de a trata aceastd notiune este sd revizuim modelul simplu
prin divizarea componentei pentru eroare in doud subcomponente: eroarea
aleatoare si eroarea sistematicii. In cele ce urmeazi vom insista-asupra
diferentelor dintre aceste doua tipuri de erori si vom Incerca sa diagnosticim
efectele lor.

Erorile aleatoare (accidentale) afecteaza precizia datelor si nu sunt
corelate. Motivele producerii acestor erori sunt numeroase si, in general,
necunoscute si afecteazd in mod diferit fiecare masuratoare in parte. Se
considera ca aceste erori sunt realizari ale unei variabile aleatoare normale.

O caracteristicd foarte importantd a acestor erori este aceea cd nu
prezintd un efect consistent asupra setului de date, valorile observate fiind
distribuite la stanga si la dreapta valorilor reale, in mod aleator. Acest lucru
este echivalent cu a spune ca, dacd am privi toate erorile aleatoare sub forma
unei distributii, suma lor ar trebui s fie nula, adica sa existe tot atatea valori
negative cat si pozitive.
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Figura 2.1
Proprietatea principald a acestor erori aleatoare este aceea ca dau un
caracter de variabilitate seriei de date analizate insd nu afecteaza
performantele medii ale acesteia.
In figura 2.1, realizati prin intermediul instrumentelor grafice
disponibile in MathCAD cu linia punctatd a fost trasata o distributie a unei
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variabile neafectate de nici o eroare aleatoare, In timp ce linia continud
contine si eroarea aleatoare.

Fiind inevitabile, este necesar sd estimam importanta lor, inainte de a
le lua in calcul, pentru a se putea evalua gradul de incertitudine al
rezultatului final. In masura in care este posibil, va trebui preferati o tehnica
de masurare care induce erorile aleatoare cele mai mici.

Erorile sistematice afecteaza fiabilitatea datelor si sunt total corelate.
In cazul in care s-ar face presupunerea ci masurile nu sunt afectate de nici o
eroare aleatoare, diferenta dintre valoarea reald si cea masuratd, in cazul in
care exista, se va datora unei erori sistematice. Originea erorilor sistematice
se datoreaza, cel mai des, calibrarii imperfecte a aparatelor 'de masurd sau
unor fenomene exterioare care perturba procesul de masurare.

Spre deosebire de erorile aleatoare, erorile sistematice tind-sd fie, in
mod consistent, fie pozitive, fie negative si din aceasta cauzd se poate
mentiona faptul ca afecteaza rezultatul final.

Intr-o reprezentare grafica (figura 2.2) similara celei de mai sus, se
poate remarca faptul cd eroarea sistematicd influenteazd media valorilor
masurate, linia continud fiind utilizatd pentru datele neafectate de erori iar
graficul trasat cu linie punctatd contindnd date afectate de erori sistematice.
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Figura 2.2

Se pune problema reducerii erorilor de masurare, atat aleatoare cat si
sistematice. Primul lucru care se poate realiza este efectuarea de teste asupra
instrumentelor folosite pentru masurare pentru a stabili informatii despre
efectele mediului de lucru asupra performantei lor. De asemenea, este
necesar ca cei care efectueaza diferitele masurdtori sa fie bine instruiti in
domeniu, pentru ca rezultatele furnizate de ei sa nu fie afectate de erori
voluntare sau involuntare.

141



Anale. Seria Informatica. Vol. I fasc. II

Annals. ComEuter Science Series. 1* Tome 2™ Fasc.

Atunci cand datele sunt colectate pentru un studiu, este necesar ca ele
sa fie reverificate, de preferinta de cdtre computer, pentru a se evita greseli
de tastare care ar produce alte rdspunsuri finale decat cele asteptate. De
asemenea, se recomanda utilizarea de procedee statistice pentru ajustarea
erorilor de masurare.

In fine, una dintre cele mai recomandate metode de reducere a
erorilor, In special a celor sistematice, este utilizarea unor masuratori
multiple pentru acelasi fenomen. In cazul in care diferitele seturi de
masurdtori nu prezintd aceleasi erori sistematice, analistul va fi capabil sa
efectueze "jonglerii" printre aceste masuratori multiple pentru. a obtine
informatii corecte despre ceea ce se petrece in realitate.

3 Erorile in statistica

Alcatuirea unei serii de valori care sia constituie un esantion in sensul
statistic al termenului este un proces indelungat, presarat de dificultati si in
cursul caruia pot sa apara numeroase erori, de naturi diferite. Erorile pot sa
se producd in fiecare dintre cele patru faze ale derularii clasice a operatiilor,
si anume: masurarea, transmisia informatiei, stocarea informatiei si
analizarea informatiei. Prin urmare, Tnainte de utilizarea une serii de date,
este necesard o studiere a calitatii si reprezentativitatii acestora, studiu
realizabil prin implementarea diferitelor tehnici de tip statitic si grafic.

In functie de natura erorilor constatate sau presupuse, cercetarea face
apel la diferite tehnici si metode. Printre acestea se numara

e metode care constd in verificarea, pe loc, a modului in care datele
au fost organizate, tratate si/sau transformate;

e investigatii de birou in care se verifica fiecare etapa din lantul de
tratament aplicat datelor, incepand de la elaborarea sa, precum si
modul in.care au fost alcatuite seriile de date care sunt supuse
controlului;

e investigatii statistice care, prin intermediul instrumentelor
specifice, permit punerea In evidentd a anumitor erori sau
inconsistente. Aceste tehnici sunt deosebit de eficiente, se
utilizeaza frecvent in practica si se bazeaza pe ipoteze specifice
care trebuie cunoscute foarte bine.

In continuare vom expune citeva considerente legate de ipotezele
analizelor statistice. Este utild precizarea faptului ca toate calculele statistice
se bazeaza pe un anumit numar de ipoteze care, in principiu, ar trebui
verificate. Printre acestea se numara faptul ca
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e masurile reflectd valorile reale, ipoteza care nu se realizeaza
niciodata in practica, din cauza arorilor aleatoare sau sistematice
e datele sunt consistente adicd, In timpul perioadei de observatie, nu
intervine nici o modificare a conditiilor interne ale sistemului
analizat;
eseria de date este stationard, proprietatile legii statistice care
guverneaza fenomenul analizat fiind invariante de-a lungul
timpului;
e datele sunt omogene, neomogenitatea rezultand din faptul ca
= datele provin din masurarea unui fenomen ‘ale carui
caracteristici evolueazd in perioada de timp in care se
efectueaza masurarea, fiind vorba despre un fenomen
nestationar;
» datele reflecta doua sau mai multe fenomene diferite;
e seria de date este aleatoare si simpla, aceste caracteristici
constituind o ipoteza fundamentala pentru analiza statistica;
e seria de date trebuie sa fie suficient de mare, acest fapt avand o
mare influentd asupra erorilor de esantionare.

4 Analiza propagarii erorilor

Pe scurt, este vorba despre modul in care erori de masurare relativ mici pot
cauza erori computationale semnificative.

Erorile sistematice sunt cumulative prin natura lor. Ele pot fi modelate
prin intermediul functiilor matematice si, odata calculatd valoarea lor, aceste
erori pot fi corectate. Este de mentionat faptul ca aparitia acestor erori este
inevitabild si, prin urmare, valorile afectate de erori sistematice trebuie
eliminate din seturile de date, Tnainte de a se efectua vreo ajustare a datelor.

Erorile aleatoare, pe de altd parte, nu pot fi descrise printr-un model
matematic prestabilit, ele urmand legile probabilitatilor. Daca un experiment
este repetat de suficient de multe ori, erorile aleatoare vor avea tendinta de a
se anula unele pe altele. Orice tip de masuratoare contine erori aleatoare,
indiferent de precizia cu care este efectuata. Aceste erori pot fi estimate si
contabilizate prin intermediul tehnicilor de ajustare cu metoda celor mai
mici patrate.

Dupa unii autori, o a treia clasa de erori ar fi greselile dar, din punct
de vedere tehnic, nu este vorba despre erori in sensul abordat in aceasta
lucrare. Aceste valori trebuie izolate si inlaturate din setul de date care este
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supus unui anumit tip de analizd, inainte de a se efectua vreo operatie de
ajustare a datelor.

Un alt set important de concepte care intervin In masurarea erorilor
este alcatuit din acuratete si precizie. Acuratetea desemneaza apropierea
dintre o valoare masuratd si valoarea adevarata, in timp ce precizia indica
apropierea dintre valorile unor masuratori repetate. O masuratoare poate fi
corectd, fard sa fie precisa si reciproc. O observare corecta a rezultatelor va
mentine un raport constant Intre acuratete si precizie.

De foarte multe ori, in practicd, observatorii nu pot masura cantitatea
pe care doresc sa o examineze i, in acest caz, sunt necesare masuratori
efectuate asupra unor marimi care s le permitd sd ajungd, in- final, la
rezultatele dorite. Eroarea care apare in acest caz pentru valorile calculate
este o functie depinzand de erorile valorilor masurate-§i este evaluata prin
analiza propagari erorilor.

Legea generald a propagarii erorilor pentru o functie depinzand de »
variabile este datd de urmatoarea relatie

2 2 2

0 0 0
o = Lo+ L O'fz+...+—y o’

g ox, ) " \ox, Ox g

n

Derivata partiald 0Oy/0x, indicd schimbarea valoarii calculate y
relativ la valoarea masurata x, 1ar o _indicd eroarea standard atribuitd

valorii masurate.

In cazul ideal 1n care toate erorile sistematice au fost corectate inainte
de inceperea efectuirii calculelor, doar erorile aleatoare se vor propaga. Intr-
un astfel de caz, drept erori standard care ar afecta valorile masurate se
considera specificatiile de precizie care insotesc diferitele echipamente de
masurare.

Un algoritm poate fi descris, pe scurt, ca fiind o functie y=¢@(x),

@:Dc R" - R"si toate functiile componente ¢, au derivata de ordinul
intai continua.” Vom considera X o aproximatie pentru x si definim
y=g@a(x). Erorile absolute se vor obtine prin relatiile Ay=y—-y si,
respectiv, Ax=x —x. Utilizdnd o dezvoltare in serie Taylor si neglijand
termenii de ordin mare, vom obtine formula de aproximare

Ay = Dp(x)Ax,
unde D¢@(x) este matricea jacobiand de forma
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ox,  ox,
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In mod similar, eroarea relativa &, :A% este legatd de

g = AX% prin intermediul formulei

n
R ) A
CoAlei(x) ax; )
Uneori este convenabil sa se utilizeze Inlocuirea
o) e __[x =2
o) [~
unde ¢ poartd numele de numar de conditionare.

Orice operatie dintr-un proces computational poate produce o eroare
care, odata ce a fost generatd, poate fi amplificatd sau redusa prin operatiile
care urmeaza. Unul dintre cele mai fecvente - si descori evitabile - moduri
de marire a importantei unei erori poartd numele de pierdere a zecimalelor
semnificative. O astfel -de pierdere poate fi evitatd prin anticiparea
producerii sale. Rezultatele operatiilor vor fi exacte cu o precizie stabilita
dinainte, care sd indice numarul de zecimale care vor fi luate In considerare.

Odata ce o eroare s-a produs, este evident ca va afecta toate rezultatele
urmatoare. Aceasta propagare a erorilor de-a lungul calculelor este studiatd
prin intermediul a doi termeni: conditionare si instabilitate.

Conditionarea este utilizatd pentru a descrie sensibilitatea valorii
functiei studiate la- schimbarile argumentului si este masuratd, de obicei,
prin schimbarea relativd maxima a valorii functiei, cauzata de schimbarea
relativd a argumentului. Trebuie mentionat faptul ca, cu cat numarul de
conditionare este mai mare, cu atat functia este mai prost conditionata.

Notiunea de instabilitate descrie sensibilitatea unui proces numeric
de calculare a valorii unei functii fatd de erorile de rotunjire care apar, in
mod inevitabil, de-a lungul executiei. Efectul exact al acestor erori asupra
preciziei unei valori calculate este destul de dificil de determinat. Este
posibil, nsa, sa se estimeze efectele prin considerarea individuala a erorilor
de rotunjire, pentru fiecare pas al procesului computational.
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Vom incheia aceastd lucrare prin enumerarea metodelor

computationale pentru estimarea erorilor.

e Precizia dubla este cea mai simpld metoda, problema rezolvandu-
se mai intai prin precizie simpla si apoi In precizie dubld iar cu
diferenta dintre cele doud rezultate se obtine un estimator al erorii
de rotunjire. Metoda nu este avantajoasd din punct de vedere al
timpului de executie, dubla precizie marind timpul de executie cu
factorul 8.

e Aritmetica intervalelor presupune exprimarea fiecarui numar prin
intermediul unei valori minime si al unei valori maxime, la fiecare
pas al algoritmului de rezolvare obtindndu-se doud valori, una
minimad §i una maxima iar valoarea reald fiind Tn mod sigur
continutd 1n acest interval. Spre deosebire de prima metoda, timpul
de executie al programului este marit cu un factor mai mare decét 2
iar capacitdtile de stocare vor fi tot de aproximativ doua ori mai
mari decat pentru o rulare obisnuita.

e Aritmetica zecimalelor semnificative incearca sa gaseasca urma
zecimamelor care se pierd, inevitabil, pe parcursul executiei, din
cauza rotunjirilor. Prin utilizarea metodei putem avea siguranta ca,
la sfarsitul fiecarui calcul, zecimalele retinute vor fi doar cele
semnificative.

e Abordarea statistica parc a fi cea mai promititoare metoda la ora
actuala, furnizand o teorie matematica adecvatd pentru propagarea
erorilor prin utilizarea deviatiei standard, a variantei distributiei sau
prin estimarea acumularilor de erori. Metoda implicd o analiza
substantiald si resurse mari din puncte de vedere al timpului de
excutare, insa rezultatele obtinute sunt remarcabile.
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