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Despre polinoamele lui Cebisev

Asist. drd. Alexandra Fortis
Universitatea "Tibiscus', Timisoara

ABSTRACT. In this paper we are introducing the Chebyshev
polynomials together with their most important properties. Those
polynomials are playing an essential role for the optimization of
Richardson method, presented here in a schematic form. This is a
problem similar to another classical problem in numerical analysis:
the identification of the best approximation of a regular function by an
interpolating Lagrange polynomial. The Chebyshev polynomials are
representing a remedy against the loss of signifiance or illconditioning
in approximation problems.
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1 Introducere

In aceasti lucrare vom introduce polinoamele lui Cebisev de speta intai
impreund cu principalele lor proprietdti, polinoame care sunt utilizate In
special 1n tehnicile caracteristice analizei numerice si au aplicatii in multiple
domenii ale matematicii. In practici, dezvoltarea functiilor prin intermediul
polinoamelor lui-Cebisev constituie un remediu impotriva pierderii
semnificatiei, cu alte cuvinte a maririi importantei erorilor produse de
utilizarea metodelor iterative de calcul.

In particular, aceste polinoame joaci un rol deosebit in optimizarea
metodei lui Richardson, problema foarte apropiata de problema clasica de
identificare a celei mai bune aproximatii a unei functii regulate prin
intermediul unui polinom.
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2 Metoda Richardson

Ideea lui Richardson propune o metoda bazata pe iteratii cu pas variabil si,
pentru convergenta schemei cu diferente finite simpla explicita,

ult —qy?
mn mn_ _ )4 P
r _Axxumn +Ayyumn _w(‘xmhyn)
p+l _ 0o _ _
umn r— lr//(smn)7umn - WO(xmﬂyn)’man _1:27"-3M _1
consta in amortizarea fiecareia dintre functiile date

(r,5)

w'" =2sinm/M sinzs/M , urmatd de dezvoltarea erorii -aproximatiei

initiale in serie Fourier, dupa formulele
pH _ P _ 2| a2 A A
ek =0-ru, )k, u,, =4M [sm 3, + sin 2Mj

Pentru un rales si fixat, nu toate functiile’se amortizeaza la fel de
repede, motiv pentru care Richardson a sugerat modificarea acestui
parametru la fiecare iteratie, pentru ca, dupa un anumit numar de repetari ale
algoritmului utilizat, functiile " si fie amortizate mai mult sau mai
putin uniform.

Procesul iterativ al lui Richardson este dat de formulele

Pl=ul T, (Al =,y lmn=12,.. .M -1

mn

u

p+l
mnn

u r= l/l(smn )’u;(')nn dat

cu parametrul de iteratie 7 ,,, depinzénd de numarul iteratiei.

Nu se va prezenta aici metoda in amanunt, si nici modul de aplicare,
acestea fiind expuse pe larg in bibliografia de specialitate [3]. Ceea ce este
de retinut este faptul cd, aga cum a fost expusa de catre Richardson, metoda
de alegere a parametrilor este una neoptimald, motiv pentru care s-a cautat
un mod de aplicare care si mareasca viteza de amortizare a erorilor iar
solutia a fost descoperita prin introducerea polinoamelor lui Cebisev.

Asa cum-a fost mentionat $i mai sus, aceastd prezentare se apropie
foarte mult de clasica problemda MIN-MAX pe care o vom prezenta, pe
scurt, in cele ce urmeaza. Atunci cand se efectueaza un ciclu de pasi de timp
At=t,,7,,...,7,, Optimizarea acestor parametri se realizeazd atunci cand

raza spectrald a ciclului este minima iar aceasta conduce la punerea
urmatoarei probleme
1k

k
min max H(l —At))
T1,T) 5T AEC(A) -l /
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Aceasta problema admite cateva solutii exacte si altele apropiate, In
functie de forma domeniului Q care poate Inlocui spectrul discret o(A4), in

cazul 1n care se lucreaza cu functii reale iar problema se reformuleaza astfel
. 1k

[Ta-4z)
j=1

Obtinerea parametrilor optimali {z;} care sunt solutii ale problemei

min max

T, T 0T AEQ

de mai sus se realizeaza printr-un ciclu iterativ cunoscut in literatura de
specialitate sub numele de metoda iterativa a lui Richardson sau metoda
de acceleratie Cebisev.

Punctul de plecare in demersul nostru il poate constitui urmatorul
rezultat:

Teorema 1. O functie f care este continua pentru-.a < x <b are o unica
cea mai bund aproximatie printr-un polinom de grad n. Acest polinom este
cea mai buna aproximatie pentru f pe intervalul [a,b] daca si numai daca

exista n+2 puncte a<x, <x, <...<x,,, <b astfel incat

n+

(_l)i[f(xi)_p(xi)]:é‘”f_p”w’l: > ,...,7’l+1

cu &=sgnlf(x,) ~ p(x,)].
Un exemplu deosebit de important-este furnizat de cea mai buna
aproximatie printr-un polinom de grad » pe intervalul [-1,1] pentru functia

f(x)=x"", din cauzd ci eroarea cu care se giseste aceasti aproximatie este
un multiplu al polinomului lui Cebisev de grad £ +1, 7;,,(x).

3 Polinoamele lui Cebisev de speta intai

Polinoamele pe care le prezentam in lucrarea de fatd, au fost numite astfel in
onoarea matematicianului rus P. Cebisev. Pentru definirea lor se pleaca de la
formula lui Moivre:

cosk@ +i-sink@ =(cos@ +i-sin )"

din care extragem partea reald
[k/2] def
cosk@ = Cl" cos" " 0-(-1)"(1-cos’ §)" =T, (cos6)
m=0
Polinoamele lui Cebisev se mai pot scrie si sub forma
ke 2l (-1)’ (+/2]
T, (x)=— Z Cf‘r (2x)* 2 = C X (x =1)" =cos(k cos ™' x)
m=0
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cu —1<x<1 sau, sub forma de determinant

x 1 0 0 0 0

1 2x 1 0 0 0

I ) 0 1 2x 1 0 0
_x:

k 0 0 1 2x 0 0

0 0 0 0 .. 1 2x

In continuare vom prezenta principalele proprietati ale acestor
polinoame.

Proprietatea 1. Polinomul T, (x) are exact gradul k .

Plecand de la una dintre relatiile de definitie, se remarca faptul ca
T, (x) este o sumd de polinoame de grad & iar coeficientul termenului care

il contine pe x" este
(k2]
a,=>.C"=2""%0
m=0
relatie care ne indica, pe langa faptul'ca gradul polinomului este exact k si
informatii legate de paritatea acestui polinom, care este data de acelasi « .
Proprietatea 2. 7, ,(x) =2x7, (x)=-T, ,(x)

Aceasta proprietate mai este cunoscutd si sub numele de relatia de
tripla recurenta pentru polinoamele /Tui Cebisev si este utilizatd deseori
pentru evaluareéa acestora, in cazul in care nu se doreste utilizarea uneia
dintre relatiile de definitie explicite.

Relatia se poate demonstra foarte usor, plecind de la identitatea
trigonometrica

cos(a £b)=cosacosbh Fsinasinb
Aplicand aceasta relatie obtinem
T, (x)=cos[(k +1)8]=cos(k@ + ) =cos k@ cos @ —sin kO sin 0

T, ,(x)=cos[(k —1)0]=cos(k@ — 0) =cos k@ cos O + sin k@ sin

Prin adunarea acestor doua relatii obtinem relatia de recurenta cautata
T..,(x)+T, (x)=2coskfcosf =2xT,(x)

Proprietatea 3. |T, (x)| <1, Vx e[-1]]

Afirmatia este evidentd, rezultand din relatia de definitie si a fost
numitd proprietatea valorii minime pentru polinoamele lui Cebisev.

Relatia de recurenta prezentatd anterior permite generarea primelor
elemente ale seriei de polinoame ale lui Cebisev, polinoame care vor fi
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trasate mai jos prin intermediul instrumentului grafic furnizate de
MathCAD.

T,(x)=1
Ti(x)=x
T,(x)=2x" -1

T,(x)=4x" —3x

T,(x)=8x* —8x* +1

T,(x)=16x" —20x> + 5x

T,(x)=32x° —48x" +18x> -1

T,(x)=64x" —112x° +56x> — 7x

T, (x)=128x" —256x° +160x* —32x” +1

T, (x) =256x" —576x" +432x” —120x° +9x

T, (x)=512x" —1280x" +1120x°® £ 400x* + 50x° —1

Aceste exprimdri intdresc prima proprietate, aratdnd in mod evident
ca, de fapt, este vorba despre o exprimare in forma polinomiala, mai greu de
depistat in urma vizualizarii diferitelor relatii de definitie.

1 T 1 |

Tcheb(0,x) 0 - Tcheb(l,x) 0 7

Tcheb(2,x) 0 ] Tcheb(3,x) 0
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1 1
Tcheb(4,x) 0 W Tcheb(5,9 Off
| |
X
1 | 1 1
Tcheb(6,x) 0 M Tcheb(7,x) B  {
|
X
1 1 T
Tcheb(8,x) 0 AM Tcheb(9,x) 0
| |

|
(=]
—

|
(=]

(=)

|
—
(=]
—

|
(=]

-1 0 1 -1 0 1
X X
1 T 1 I ﬂ
Teheb(10,%) OV\/\/\N Teheb(11,x) 0 -
. . |
-1 0 1 -1 0 1
X X

In exteriorul intervalului de definitie, [-1,1], polinomul 7, . (x) prezinta

o variatie uniforma si nu se anuleaza, prin urmare, extremele si zerourile
sale se afla in interiorul acestui interval. Nu vom insista aici pe prezentarea
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rezolvarii matematice a acestor chestiuni pe care le vom include in
urmatoarea proprietate.

Proprietatea 4. Polinomul T, (x) are k zerouri distincte in intervalul [-

1,1] care se realizeaza pentru valori ale abscisei date de formula
X, =cosm,i=1,2,...,k
2k
Extremele polinomului T, (x) sunt egale cu 1 si -1 in mod alternativ,

sunt k+1 valori in intervalul [-1,1] si sunt localizate prin intermediul
absciselor

X, :cos%,jzl,l...,k

Proprietatea 5. Polinoamele T, (x) formeaza o _familie de. polinoame

ortogonale relativ la urmatorul produs scalar, definit pentru functii
continue pe intervalul [-1,1] prin relatia

(,v) = Ju(x)v(x)

I=x

Pentru a demonstra aceasta proprietate vom alege doi intregi pozitivi
distincti &,/ si vom calcula produsul scalar

(T 1)) = IT(x)T(x)\/— ICOSk@cosl@M

sin &
:l]{[cos(k + D0 + cos(k — l)H]dH :_{L sin(k + 1)@ + Lsin(k _ Z)QT -0
25 20 k+1 k—1

0

Proprietatea 6. Folosind un polinom Cebisev de speta intdi, definim

¢, = 2G0T, (5) =3 f{co = N1/2>H {2t-12)

Atunci
N-1

f= el (x)-—-

k=0

Proprietatea se mai numeste si formula de aproximare a lui Cebisev si
aceasta formuld este exactd pentru cele N zerouri ale polinomului lui
Cebisev de grad n. Acest tip de aproximare este important deoarece, prin
trunchiere, eroarea se propaga in mod uniform pe intervalul [-1,1].
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cos(k arccos x), x € [-11]
ch(k - Argchx),x > 1

In plus, dacid x< -1, paritatea polinoamelor lui Cebisev permite
scrierea

Proprietatea 7. 7, (x)= {

T, (x) = (=1)*T, (=x) = (=) chlk - Argch(-x)].
In particular, pe baza acestei proprietiti mai obtinem si valorile

polinoamelor lui Cebisev in extremitatile intervalului de definitie
T,(1)=cos(k-0)=1

T,(-D=CD'T,()=(-D"

4 Remareci finale

Vom introduce o versiune modificatd a polinomului 7,(x), folositd de

multe ori in aplicatiile practice, in locul polinoamelor lui Cebisev, in modul
urmator
1

TN",C (x) =—=T,(x)=x" + termeni cu grad mai mic den

2
Formularea a fost sugerata de faptul.ca

T, (x)=2""x" + termeni cu grad mai mic den
precum si de proprietatea valorii minime pentru polinoamele lui Cebisev.
Astfel, se remarca faptul ca

~ 1
|Tk(X)|SF,—1£XS1
Inainte de a prezenta ultimul rezultat al acestui studiu, vom mentiona

ca un polinom care are coeficientul termenului cu cel mai mare grad egal cu
unitatea, se numeste polinom monic iar 7, (x) este un astfel de polinom.

Teorema 2. Fie k>1 un numar intreg si sa consideram toate polinoamele
monice posibile de grad n. Atunci polinomul monic cu cel mai mic maxim

atins in intervalul [-1,1] este polinomul modificat al lui Cebisev T"k(x) i

valoarea sa maxima pe intervalul mentionat este %n_l )
Rezultatul este utilizat In generarea aplicatiilor pentru polinoamele lui
Cebisev si se foloseste in obtinerea unor scheme de interpolare imbunatatite,

cum este si cazul metodei lui Richardson.
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Asupra folosirii concrete a polinoamelor lui Cebisev, precum si a

implementare a teoriilor legate de ele in diferite pachete de programe
matematice (MathCAD, Maple, Matlab), vom reveni cu exemple in lucrari
viitoare.
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