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Aspecte privind determinarea
drumului optim in matrice mari

Lect.dr.ing. Tiberiu Marius Karnyanszky
Universitatea ,, Tibiscus” din Timisoara

ABSTRACT. A lot of graphs applications are available in the modern
technique, science or economy. Among these, the shortest-way
determination is applied into large domains: _traffic control,
transportation, Internet routing, traffic planning, distribution policy.
When the graph dimension is too big and the associated array is too
large, the standard graphs algorithms may become unusuals. In this
case, methods to accelerate the calculus will be used, each available
solution will be applied; rare arrys is a possible technique.

1 Introducere

Teoria grafurilor .este o parte a matematicii cu diferite domenii de
aplicabilitate: probleme de micro- si macroeconomie, retele de distribuire a
energiei’ electrice sau termice, retele de transport rutier sau feroviar,
probleme de elaborare a deciziilor, de lingvistica, de retele de calculatoare si
suport tehnic pentru Internet si multe altele ([Kar04]).

Printre  aplicatiile clasice specifice teoriei grafurilor se gaseste
determinarea drumului minim intre doud varfuri ale grafului; ca aplicatie
practicd, aceasta ar putea Insemna gésirea drumului cel mai scurt intre doud
localitati din sistemul de transport rutier.

In lucrarea de fatd se prezinti modul in care aceasti problemi se
poate rezolva, in conditiile in care cantitatea de date aflate la dispozitie este
extrem de mare si ca atare algoritmilor operationali li se cautd procedee
optimizate de functionare, capabile sa utilizeze cantitati minime de memorie
si un timp cat mai redus de calcul.
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2 Material si metoda

Cea mai usor de implementat metoda de determinare a drumului optim

(minim, in aceasta discutie) poartd numele de algoritmul Bellman—Kalaba

deoarece apartine lui R. Bellman si R. Kalaba ([Ion73, Kar04]). Algoritmul

de calcul aferent acestei metode, pentru determinarea drumului de lungime
minimad de la varful x, la varful x,, (adica localitatile s si d), presupune
efectuarea urmatorilor pasi:

Pasul 1. Plecand de la graful cu varfurile x, ..., x,, (in exemplul analizat,

varfurile sunt reprezentate de localititi) se construieste -matricea de

adiacenta (matricea tranzitiilor) 4,, avand urmaétoarele valori:

e a; = 0 pentru i = j deoarece se considerd graful fard bucle (adicd nu
existd drumuri de la o localiate la ea 1nsasi);

e a; > 0, dacd existd arc de la varful x; la x; (in.exemplul analizat, daca
existd drum direct Intre cele doud localitati);

e a; = oo, dacd nu exista arc de la varful x; la x; (in exemplul analizat, daca
nu existd drum direct intre cele doud localitati, drum care sa nu treaca
prin alte localitati).

Pasul 2. Acestei matrice 1 se asociazd vectorul coloana v; care este coloana

din A4,, corespunzatoare varfului final x4

Vj:(Vji,i:],n,(Vji:aidri:]rn (1)

Pasul 3. Din vectorul v se construieste in continuare vectorul (v)° prin
inmultirea matricei 4,, cu vectorul v;:

(V)= A () )

procedeu care se repeta pana cand se obtine egalitatea (vj))““ = (v,)'1

Pasul 4. In acest ultim (v)* se obtine valoarea minima a drumului de la x; la

x4 ca fiind elementul de pe linia s din vector, adicd (v)) A

Pasul 5. Pentru a determina care sunt varfurile (localitatile) vizitate de acest

drum se procedeaza astfel:

e se pleaca de la varful x, si se determind toate diferentele (vj)s’wL - A
k=1,n; cand se atinge egalitatea:

2 2
i)s" - age= ()i (3)
atunci varful k astfel determinat urmeaza lui x; In drumul de lungime
minima;

66



Anale. Seria Informatica. Vol. III fasc. I

Annals. ComEuter Science Series. 3 Tome 1% Fasc.

e procedeul se reia cu varful x; determinat ca mai sus, pana se ajunge la
varful final x;

e daca la un pas existd mai multe diferente egale cu valoarea lui (vj)kl,
toate acestea se retin si se cautd mai multe drumuri care au aceeasi
lungime minima.

Pentru problemele de determinare a drumului minim, operatia de
inmultire a doud matrice se face dupa formula:

C,'j = min (a,»1+b1j, a[2+b2j, veey Cl,‘,,‘f'bnj) (4)

Algoritmul general prezentat mai sus este foarte usor de programat si
presupune efectuarea urmatorului volum de calcule:

e pentru fiecare noud coloand (vj)'1 determinatd, se efectucazi n ¢ n
operatii de adunare i minim;

e numadrul maxim de iteratii este dat de numarul'maxim de arce din graf,
deoarece drumul optim ar putea fi compus, in cel mai-defavorabil caz,
din toate arcele din graf; pentru un graf cu n varfuri, neorientat sau
orientat, fara bucle, numarul maxim de arce (muchii) este:

= nx(n-1)

2 )

Asadar, numarul total de operatii de calcul ce se executa este maxim:

_n3*(n—1)
2

NO (6)

ceea ce, pentru un graf cu 10 varfuri, inseamna NO = 4.500 operatii, in timp
ce, pentru un graf cu 1000 varfuri, se ajunge la NO = 500 miliarde...

In aceasta situatie, cind grafurile sunt utilizate pentru exemple
didactice sau pentru exemple simple in care grafurile nu au dimensiune
mare, utilizarea matricelor si calculele efectuate cu acestea nu pun probleme
deosebite. Cand dimensiunile grafurilor sunt extrem de mari §i pun
probleme de reprezentare in memorie si/sau de calcul, alte metode trebuie
gasite si aplicate.

Cu aceste argumente, utilizarea matricelor rare in reprezentarea
problemelor specifice de algoritmica grafurilor isi gaseste locul specific si
de aceea in continuare se prezintd modalitatea de utilizare a acestora cu
specific in teoria grafurilor (AR83], [Pop00]).

Pentru memorarea datelor se utilizeaza un sistem modificat In care
nu sunt inregistrate toate elementele ci doar cele nenule, nsotite de pozitia
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lor in cadrul matricei; in primul rand, valorile de ,,00” utilizate pentru a
indica lipsa unei muchii (sau costul ei foarte mare) se inlocuiesc cu valoarea
,07. Astfel, elementele de valoare pozitiva din matricea de adiacenta
asociata grafului din Figura 1, sunt prezentate in Tabelul 1.

Tabelul 1. Matricea de adiacenta
asociata grafului din figura 1

X1 X2 X3 X4 X5 X6

0 2 8 o | o | o | x;

2 0 3 8 0 | o | X

8 4 0 5 2 ®© | X3

o0 8 5 0 3 3 X4

o 0 2 1 0 4 X5
Fig.1. Graf pentru determinarea drumului 0o | oo |0 3 4 0 X6

de lungime minima

iar in urma modificarii propuse ele pot fi memorate astfel:

2138845284513 |3]2|]1]4]3]4

[u—
—_

2121313431314 /14(4[4]5]5]5]6

@)

1131411214451 2|3]5]6]3]4]6[4]5

in care pe prima linie sunt reprezentate valorile elementelor din matrice, pe
a doua este indicele de linie iar pe a treia indicele de coloana,
corespunzatoare valorilor respective.

Adaptarile matricelor rare la teoria grafurilor nu se opresc insa aici;
algoritmul Bellman-Kalaba citat mai sus permite gasirea drumului optim
(minim' In_acest studiu) printr-o operatie de Tnmultire modificatd fatd de
inmultirea obisnuitd a ‘matricelor. Astfel, dacd pentru Inmultirea a doua
matrice rare, formula uzuala:

Cy = Zaik * bkj (7
k=1

se particularizeaza prin:

€y = Zaik *bkj 3)

k,aik+0,bkj#0

atunci pentru problema specifica de grafuri formula devine:
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cij = min (aji+by) )
k, a0, by#0

si astfel algoritmul se simplificd si mai mult, deoarece cele doud matrice
care intervin in calcul, 4 si respectiv B, contin numai elemente nenule, asa
cum cere formula (9).

Mai mult decat atat, se poate observa ca matricele B si C (cu notatia
din formulele 7 — 9) sunt doud matrice rare de tip coloand, deci pentru
memorarea acestora se poate folosi o variantd a metodei prezentatd anterioar
in care sunt necesare doar componentele pentru valoare si linie, nu si cea
pentru coloana.

3 Rezultate

Prin utilizarea matricelor rare, numarul de operatii care se efectueaza in
timpul determinarii unui drum optim se reduce extrem de mult. Asa cum am
prezentat mai sus, numarul total de operatii care se executd daca se folosesc
matricele obisnuite se determind cu formula (6). Daca insa in calcule se
utilizeaza matrice rare, numarul de operatii necesare NO se reduce extrem
de mult, tinand cont si de densitatea matricelor (numarul de elemente nenule
raportat la dimensiunea completa a matricei).

Abordarea determindrii. drumului’ optim folosind matrice rare a fost
experimentatd asupra retelei de transport rutier a Roméniei, bazati pe
existenta a 265 orase si municipii si 2686 comune ([***03]). Aplicatd la
reteaua de transport interorasenesc, a permis memorarea acesteia in 3.000
elemente cu matrice rare (fatd de 265°~70.000 elemente cu matrice uzuale)
si determinarea unui drum optim, intre oricare orase, in medie, in circa 10
secunde (fatd de 3 minute cu matrice uzuale). Complicand problema si
introducand reteaua intercomune, memoria scade de la circa 72.000.000
elemente la mai putin de 300.000 iar timpul corespunzator scade, in medie,
de la 12 minute'la 45 secunde.

4  Discutii
Asadar, acest scurt exemplu de calcul, prin extrapolare, demonstreaza care

sunt avantajele utilizarii matricelor rare, in anumite probleme specifice de
algoritmica grafurilor:
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e in primul rand, consumul de memorie este mult redus, ceea ce poate fi
dimensiuni mult mai mari decat in cazul in care acestea sunt memorate
integral;

e 1in al doilea rand, fiind eliminate din calcule elementele nenule, timpul
de calcul este redus simtitor, combinatiile de date care corespund unor
arce (muchii) sau lanturi (drumuri) care nu existd in graf nefiind luate in
calcul in mod automat;

e 1in al treilea rand, daca graful considerat este neorientat calculele se pot
reduce si mai mult ludndu-se in considerare nu intreaga matrice de
adiacentd ci doar triunghiul superior al acesteia, atunci-cand se
construieste matricea rard asociatd, deoarece este cunoscut ca aceasta
matrice de adiacentd este simetrica, pentru grafurile neorientate:
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