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ABSTRACT. In this paper we are studying the properties for some
families of contextual languages with catenation. The study concerns
some classical properties (see [13]) for contextual languages and some
new properties characteristic to /these families of languages. The
results in this paper continues ' the work from [7]. Using these
properties we will be able to'establish some necessary conditions and
pumping properties for Afamilies of contextual languages with
catenation.

1 Introducere

In definitia originald a gramaticilor contextuale selective, G = (V, 4,C, ),

limbajul generat este .definit ca fiind cel mai mic limbaj satisfacand
urmatoarele proprietati:

1. fiecare cuvant din A se gaseste in L(G);

2. pentru fiecare cuvant x € L(G) si pentru un cuvant z € L(G) si un

context (u,v) € ¢(x), cuvintele wuxv,xz,zx se gasesc de asemenea in
L(G).

In acest mod, definitia poate fi utilizati pentru a oferi suportul pentru
modelarea unor constructii elaborate in limbajele naturale. Prin introducerea
operatiei de concatenare, alaturi de operatia de utilizare a contextelor, pot fi
obtinute constructii mai complexe, urmand modelul de formare a
propozitiilor, frazelor sau textelor. Noile dispozitive generative, gramatici
contextuale cu concatenare, sunt utilizate pentru a extinde puterea
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generativa a dispozitivelor clasice, gramatici contextuale (Marcus) (vezi
[For0Oa], [For01b], [ForO1c], [Mar69a], [Pau82]).

Aceastd lucrare realizeazd o investigare a relatiei gramaticilor
contextuale cu concatenare in raport cu alte familii de gramatici contextuale
completand rezultatele deja prezentate in lucrarea [ForO1b].

2 Ierarhia limbajelor contextuale cu concatenare

Vom nota in cele ce urmeaza cu CSEL_, respectiv CSEL; . familiile

limbajelor contextuale cu concatenare a caror functie de selectie este
calculabila. Direct din definitiile diferitelor clase de limbaje contextuale cu
concatenare rezultd urmatoarea

Lema 2.1. Au loc urmatoarele relatii
CCON < CSEL, < CSEL

CCON, < CSEL,, '« CSEL,

In plus, toate incluziunile sunt stricte.
Faptul cé aceste incluziuni sunt stricte rezulta din exemplele considerate.
Astfel, limbajul a" Ub" nu este CCON sau CCON,, insa este CSEL, si

CSEL,, . .
Lema 5.11] putem pune in evidentd faptul ca incluziunile CSEL, < CSEL
si CSEL, . < CSEL, sunt stricte.

in,c =

De asemenea, printr-o justificare similard cu cea din [Paun 97,

Mai departe prezentam un-rezultat care separa complet cele doua clase
de gramatici, dupa tipul derivarii (interna sau externa)
Lema 2.2. Fiecare  dintre familiille CCON, CSEL., CSEL este
CSEL CSEL,, .

Demonstratie. Pentru inceput vom considera limbajele
L =a*ba*ba*

incomparabila cu fiecare dintre familiile CCON,,, e

i
S L, ={xmi(x)|x € {a,b}*}.
Atunci L, € CSEL, \CSEL iar L, € CSEL\CSEL,, .
Mai departe fie limbajul
L, = {ba,ba’,...,ba"*} k>2
Acest limbaj este CCON insd nu si CCON,, .
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Pentru relatia inversa, consideram limbajul generat de urmatoarea gramatica
G, = ({a,b,c},{abcy, {(4,4)})

Pentru un cuvant we L(G,) are loc relatia N, (w)=N,(w)=N_(w). De

asemenea, cuvantul x = a"(bc)" "' b(ab)" "' c¢",n>1 se giseste in L(G,). Pe

de alta parte, nu existd x,,x, € L(G,) astfel incat x = x,x,. Mai mult, acest

limbaj nu poseda proprietatea EBSC, asadar limbajul L(G,) nu poate fi

CCON.

3 Relatia cu familii de limbaje contextuale
3.1 Relatia cu familiile EC, ECC

Pentru a pune in evidenta relatia dintre familiile de limbaje contextuale cu
concatenare si limbajele familiilor EC, ECC, sa obseryvam pentru inceput ca,
in timp ce limbajele EC sunt 1-liniare, limbajele CCON sunt independente
de context, asa cum rezultd din constructia de mai jos. Mai mult, familia
CCON contine limbajele de tip Dyck.

Lema 3.1. Orice limbaj CCON este CF.
Demonstratie. Fie L un limbaj contextual cu concatenare generat de
gramatica G =(V,4,C) . Definim gramatica independentd de context

G, =({S}.V,S,P) unde P contine productiile
S - 85
S - x xeV
S > uSv, (u,v)eC
Relatia L(G) = L(G,) poate fi verificatd imediat.

S& considerdam mai departe un limbaj EC simplu, L, ={a"b" |n2>1}.
Acest limbaj este EC, dar nu este este si CCON, asa cum rezultd din
demonstratia din urmatoarea
Lema 3.2. Faml;liile CCON si EC sunt incomparabile.

Demonstratie. Intr-adevar, pentru ca limbajul L, de mai sus sa fie CCON,
pentru a"b", a"b" €L, cu mmn=1 ar urma cd a"b"a"b" €L,, cu
m,n>1.

Consideram acum gramatica contextuala cu concatenare

G, = ({a,b},14},{(a,b),(b,a)})
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Pentru un cuvant x e L(G,) are loc relatia N, (x)=N,(x). Mai departe,

deoarece a"b""a" € L(G,), pentru m,n > 1, suficient de mari, urmeaza ca
limbajul L(G,) nu poseda proprietatea EBS, deci acest limbaj nu poate fi
EC (dar nici macar ECC).

Tindnd seama de definitia limbajelor CSEL si de rezultatele din
sectiunea anterioard nu este greu de stabilit acum

Lema 3.3. Orice limbaj EC este CSEL. Mai mult, orice limbaj ECC este
CSEL.
Demonstratie. Este suficient sa observam ca simpla blocare a operatiei de
concatenare face ca limbajul generat sa devind ECC.! Prin urmare
EC,ECC c CSEL .
Ideea "blocarii" concatendrilor de cuvinte prin intermediul selectorului
(A4,4) este utilizata in mai multe locuri in aceastd lucrare. Blocarea
concatendrilor se realizeaza efectiv prin eliminarea contextelor (1,4) din
definitia gramaticii. Astfel, gramatica est¢ "retrogradatd" la gramatica
contextuald (simpla, selectiva, interioard) pe care se bazeaza in realitate
intreaga constructie a gramaticii contextuale cu concatenare. De asemenea,
aceastd operatie de blocare (a concatendrilor pune In evidentd importanta
contextului (1,4) in generarea cuvintelor.

Mai departe, tindnd seama de definitiile familiilor de limbaje CCON,, si

CSEL. , nu este dificil de/stabilit urmatorul rezultat:

Lema 3.4. Familiile CCON,, si CSEL, nu sunt comparabile cu familia

ECC (dar nici.cu familia EC).
Rezultatele din aceastad sectiune pot fi acum sintetizate in urmatoarea
diagrama

ECC CREL

EC OO0

3.2 Relatia cu familiile IC, ICC

Asa cum este de asteptat, nici legatura cu familiile de limbaje interioare nu
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se dovedeste a fi mult mai puternica,

Lema 3.5. Familiile CCON si IC sunt incomparabile.
Demonstratie. Pentru inceput, sd reamintim cda au loc relatiile
FIN c IC,ICC.

Mai departe, consideram gramatica contextuald cu concatenare
G, = ({a,b},{ab},{(4,4)})

Limbajul generat de aceastd gramatica este L(G,)={(ab)" |[n>1}. Sa
observam cd pentru orice cuvant x € L(G,), N (x)= N,(x), prin urmare
orice context al unei gramatici /C, fie aceasta G,, care genereaza acest
limbaj va avea aceastd proprietate. Mai mult, in orice subcuvant al unui
cuvant x € L(G,) fiecare aparitie a simbolului a se afld inaintea oricarei
aparitii a unui simbol b utilizat. Prin urmare, pentru o valoare a lui n
suficient de mare, gramatica G, poate genera cuvinte din afara limbajului
L(G)).

Limbajul din demonstratia de mai sus este /CC. Totusi, intre familiile
CCON si ICC are loc urmétoarea

Lema 3.6. Familiile CCON si ICC sunt.incomparabile.
Demonstratie. Consideram de aceastd /datdi urmatoarea gramatica
contextuald cu concatenare

G, = ({a,b,c},{ab,ab’ ,a’b},{(c,c)})
Pentru ca o gramatica contextuald interioard cu selectie sa genereze limbajul
L(G,), aceasta trebuie sa fie capabild sd construiasca cuvinte de forma
c(ab)"c eu n>1. Inacelasi timp insi in L(G;) urmeaza sa se gaseasca si

cuvinte de forma a’b(ab)” > ab’, (ab)" .

O gramaticd contextuald interioard capabila sid genereze cuvintele
c(ab)" ¢ va genera, inevitabil, si cuvinte de forma a’c(ab)”ch®, cuvinte
care nu se afld in L(G,).

Acelasi tip de rezultat are loc si pentru relatia dintre familia CSEL si
familiile /CC, IC.

Lema 3.7. Familia CSEL este incomparabila cu fiecare dintre familiile IC
si ICC.
Demonstratie. Considerdm limbajul

L=1ixeia,b,ci*|N,(x) = N,(x) = N (x);

Acest limbaj este interior (selectiv) nsa nu este si contextual selectiv cu
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concatenare. Pentru ca limbajul L sa fie contextual selectiv cu concatenare
ar trebui sa putem genera cuvinte de forma a"b"c” in conditiile in care
N, (x)=N,(x)=N_(x) pentru orice cuvant x € L.

Tinand acum seama de relatiile existente intre CCON si IC, ICC,
obtinem rezultatul enuntat.

Situatia se schimba sensibil in momentul in care avem de-a face cu
gramatici contextuale cu concatenare cu derivare internd. Mai exact, are loc

Lema 3.8. [ntre familiile IC, ICC si CSEL,, are loc relatia
IC,ICC c CESL,,

Mai mult, relatia de incluziune este stricta.
Demonstratie. Din nou, va fi suficient sd eliminam posibilitatea de a realiza
concatendri, prin suprimarea contextelor de forma (A1,4), pentru a obtine

incluziunile /C,ICC < CSEL,,.

Rezultatele din aceasta sectiune, impreund cu rezultatele din sectiunea
anterioard, pot fi acum sintetizate in urmatoarea diagrama

/N

CSEL =— fCC  ECC —= CSEL

CCON, i EC CO0N

NS

FI

3.3 Relatia cu familia 7C

Mai departe vom trece la stabilirea relatiilor dintre familiile de limbaje
contextuale cu concatenare si familia limbajelor 7C.

Pentru inceput, s ne aducem aminte cd familia CCON poseda
proprietatea IBS, prin urmare are loc

Lema 3.9. Familia CCON este (strict) inclusa in familia TC.
Un rezultat similar poate fi stabilit si pentru familia CCON,, . Rezultatul

pentru acest caz se bazeazd din nou pe proprietatea IBS.
In ceea ce priveste familia CSEL are loc
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Lema 3.10. Familiile TC si CSEL sunt incomparabile.
Demonstratie. Pentru a pune in evidentd acest rezultat, vom considera
limbajele
L ={a"b"c"d" |n>1}
si
L,={a” |n>1}

Pentru primul dintre aceste limbaje are loc L, e TC \CSEL, in timp ce

pentru al doilea, datoritd proprietdtii BLI, are loc L, € CSEL\TC.

Acum putem sintetiza toate relatiile stabilite pana in acest moment in
diagrama urmatoare

COON, \ / CooN
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