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Abstract. This research presents an approach of hamiltonian
mechanics, built on the phases space of a mechanical system. We are
introducing the differential structure for the free rigid body defined by
Euler’s angles. The stability of the solution is explained in Poincaré-
Lyapunov formulation. The hamiltonian system for a free rigid body is
characterised using the -Hurwitz [ criterion-.and the phase portret,
providing a mathematical model easier to analyse.

1 Introducere

Prin corp solid rigid sau indeformabil se intelege un mediu material pentru
care distanta dintre oricare doua puncte ale sale rimane invariantd in timp,
oricare sunt fortele care se exercitd asupra acestui mediu sau oricare ar fi
migcarea sa. Altfel spus, nu au loc deplasari intre diferitele parti care
alcatuiesc rigidul, ci doar migcari ale intregului ansamblu.

De fapt, corpul'rigid este o abstractie matematica, in realitate corpurile
solide fiind mai mult sau mai putin deformabile. Totusi, o parte dintre
acestea pot fi considerate ca si corpuri rigide daca fortele care actioneaza
asupra lor nu depasesc anumite limite.

2 Modelarea matematica a rigidului liber

Din punct de vedere al modelarii matematice, corpul rigid liber este un
sistem mecanic hamiltonian, invariant la stanga, pe 7 * SO(3), unde spatiul
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configuratiilor, SO3)={AeM,(R)|A"-A=1,,det4A=1} reprezinta
grupul transformdrilor ortogonale pe R’. Spatiul fazelor acestui sistem este
varietatea cotangenta 7 *SO(3). Structura diferentiala pe SO(3) este
definita folosind unghiurile lui Euler {¢,y,6} .

Pentru a prezenta modul in care sunt puse in evidentd aceste unghiuri,
vom considera baza canonicd din R’: {e,e,,e,} asociati reperului

ortogonal Oxyz . Initial se efectueaza o rotatie de unghi ¢ in jurul axei Oy,
noua baza fiind {f,, f,, f;}, pentru reperul Ox'y'z', cu matricea de trecere
cos¢g 0 —sing

0 1 0
sing 0 cos¢
Urmeaza o rotatie de unghi y 1n jurul axei Oz' cu matricea de trecere spre

T

un nou reper Ox,)'z’
cosyy —siny 0
T, =|siny ~cosy 0

0 0 1
precum si o rotatie de unghi @ 1n jurul axei.Ox, , caracterizata prin matricea
1 0 0
T, =10 cosf —sind
0 sind cos@

Acest-nou sistem de coordonate Ox,y,z, va fi identificat prin baza
B*={e ,e;,e;} C R’.

Compunerea celor trei rotatii (a celor trei schimbari de reper) coincide
cu trecerea de labaza B labaza B” si corespunde produsului matricilor de
trecere T,,T,,T;. Prin urmare, matricea de trecere de la baza B la baza B’

va fi ortogonald: 7 =T, - T, - T;. O harta locala
R’ 3{d,,0) — t € SO(3)
cu
cosly cos¢g—cos@singsiny  cosysing +cos@cosgsiny  sinfsiny
T =|—siny cos¢—cos@singcosyy —sinysing+cos@dcosgcosy sindcosg

sin ¢sin @ —sinfdcos ¢ cosé
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Figura 1. Unghiurile lui Euler

In cazul corpului rigid liber, sistemul hamiltonian (M, ®, H) este dat de
M = T'SO(3)
dps Ndp+dp,~dy +dp, ndO
[(p; =p, cosO)siny + p, sin@cosy ]’ N
I,sin” @

a =

H

1
2

1 [(ps=p, cosO)cosy — p, sin@siny]® 1 p;
+5 I,sin” @ Ef

unde p,, p,,p, -reprezinta momentele conjugate corespunzdtoare lui

9,0,y iar I,,1,,I, sunt momentele de inertie despre care presupunem ca

I,>1,>1,>0. In aceste conditii, ecuatiile lui Hamilton pentru corpul
rigid liber sunt:

. O0H - O0H . OH

ap, ap, Py
_.od - _ OH . _ oH
Ps="05 PvT oy P77 50
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3 Stabilitate

Poincaré si Lyapunov au ajuns la concluzia ca, in cazul unor sisteme
dinamice la care nu se cunoaste legea dinamica de evolutie, se pot determina
starile succesive, adicd este urmata o solutie fixa, sistemul stabilizandu-se
dupa ce conditiile initiale si-au pierdut influenta.
Problema Cauchy
x =v(x,1)

are o solutie care depinde de conditiile initiale. Problema care apare se
referd la dependenta solutiei in cazul in care ¢ variaza intr-un_interval
compact de forma [f,,0). Solutia x = ¢(¢) este stabila spre +c In sens
Poincaré-Lyapunov dacd prin variatii mici produse asupra datei initiale x,
se produc, de asemenea, variatii mici asupra solutiei corespunzatoare. Cu
alte cuvinte, Vee R, existda oO(g)>0 astfel incat daca xo e R" si

H;o - X, ” <Jd(¢g), rezulta ca solutiile E)(t) = Xo la momentul t, st o(t)=x,

la momentul ¢, satisfac egalitatea | é(t) -o(t) <&Vt e(t,,©).

Cele de mai sus pot fi interpretate in sensul ca prin variatia cu cel mult
o0 a datei initiale x,, solutia va fi_situatd In zona determinatd de

(p—&,p+¢). Din punct de vedere grafic, interpretarea stabilittii este
redata in figura urmatoare.

A

Rn

X, Figura 2. Interpretarea stabilitatii t
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Notiunea de stabilitate in sensul lui Lyapunov poate fi interpretata si in
alt mod, prin studiul solutiei unui sistem care descrie matematic un
fenomen. Se presupune cd, la un moment dat, intervin perturbatii de scurta
durata care nu sunt cunoscute exact si deci nu pot fi modelate matematic.
Dupa un anumit timp aceste perturbatii 1si inceteaza activitatea si fenomenul
va putea fi caracterizat prin acelasi sistem care il modela Tnainte de aparitia
perturbatiilor. In esentd, sub influenta perturbatiilor, fenomenul a fost
modificat §i valoarea corespunzitoare momentului incetarii actiunii
perturbatiilor va fi una diferita de solutia considerata la inceput.

Deci, in astfel de cazuri, efectul unor perturbatii poate fi interpretat drept

mai actioneaza asupra fenomenului.

4 Criteriul lui Hurwitz

Se considera ecuatia diferentiala

@ _OY) p o cl(D)PiQ:Dc R — R
dx  P(x,y)
Fie x, si y, punctele in care se anuleazd simultan polinoamele P
respectiv Q. Acestea vor fi punctele singulare ale ecuatiei diferentiale,

precum si puncte de echilibru pentru sistemul diferential

x = P(x,y)
| (1)
y = 0(xy)
Initial se efectueaza o translatie de forma
{x = X —X,
ye=y=y

care conduce la studiul stabilitatii solutiei banale. Astfel, daca
X =ax+ by

y=cx+dy
cu ad —bc # 0 reprezinta liniarizarea sistemului (1), comportarea solutiilor
sistemului liniarizat, in vecinatatea originii, se incadreaza intr-una dintre

x*—(a+d)x+ad —bc=0.
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e Dacd x, <0,x, <0 atunci originea este punct de echilibru
asimptotic stabil, numit nod bidirectional stabil
e Dacd x, >0,x, >0 atunci originea este punct de echilibru instabil

numit nod bidirectional instabil
e Daca x, <0,x, >0 atunci originea este punct sa de echilibru instabil

b Daca radacinile sunt egale
c. Daca x, =x, <0 atunci originea este punct de echilibru
asimptotic stabil numit nod unidirectional stabil
d. Dacda Dacda x, =x, >0 atunci originea este punct de
echilibru instabil, numit nod unidirectional instabil
e Daca radacinile sunt complexe, de forma x,, = p +ig atunci
f. Dacad p <0 originea este focar stabil
g. Dacid p > 0 originea este focar instabil
h. Dacad p =0 originea este centru.

Clasificarea mai poate fi interpretatd si astfel: In cazul punctelor de
echilibru asimptotic stabil, deplasarea pe traiectorii se face catre origine, in
timp ce in cazul punctelor de echilibru instabil, deplasarea pe traiectorii se
efectueaza dinspre originea sistemului de axe:

5 Portretul fazelor si stabilitatea

Se considera sistemul hamiltonian neliniar

OH
n ox
by @
Xn+i = ———
ox;

cu HeC”:R” > R.
Propozitie. Originea este solutie de echilibru a sistemului (2); daca
H(x,,...,x,,)—H(0,...,0) este pozitiv sau negativ definita Intr-o vecindtate

a originii, atunci originea este neliniar stabila.
Se considerd x = f(x), x, eV cu feC',f:WcR" —>R".
Teorema. (I a lui Lyapunov) Fie o aplicatie V:U — R unde U c W
este o vecindtate a punctului de echilibru x, € V astfel incit V e C'. Daca
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1. V(x,)=0,V(x)>0,Vx#x+e

2. V<0, unde V reprezintd dervivata lui V' de-a lungul traiectoriilor
sistemului,

atunci x, este stabil. In cazul in care V <0, atunci x, este asimptotic
stabil.

6 Corpul rigid liber

Sistemul hamiltonian care 1l modeleaza are forma

X1 = ax,Xx,

X2 = a,xX;,a,,a, >0,a, <0
X3 = ayxx,

Punctele de echilibru ale sistemului_sunt e, =(#,0,0),e, =(0,M,0) si
e; =(0,0,M). Cu metoda functiei lui Lyapunov se verifica stabilitatea
pentru e, urmand a se proceda similar. pentru celelate puncte. Fie
V:R' >R’ definita prin relatia
V(x,,%,,%,) = (a,x5 =a,x; +asM*)’ +a,x; —a,x; . Se verifici conditiile:
V(M ,0,0)=0,V(x,,x,,x3) >0
V:8V_8V~ ov . oV -

—=—X1+t—X2+—x
ot 0Ox, ox, Ox,

a—Vfcl = (4a;x) — da,a,x,x; —4a; M’ x,)(a,x,x;)
X
6V o . 2 3 2 2
—x2 = (4a; x; —4a,a,x; x, +4a,a,M "x, + 2a,x, )(a,x,x;)
X,
ov -
7353 = (=2xya, )(a;x,x,)
3

Pentru (M,0,0) avem
ov - ov - ov -
—x1=—x2=—2x3=0
ox, 0ox, 0ox,4
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deci acest punct este un punct de echilibru stabil. in mod analog, se arata ca
si punctul (0,0,M) este un punct de echilibru stabil.

Pentru cazul in care punctul de echilibru este (0,M,0) se va lucra cu
liniarizatul asociat sistemului

X 0 ax;, apx, X,
X2 |=|a,x; 0 a,x | x,
X3 a;x, ayx, 0 a0 LX3
Rezulta ca
0 0 agM
A= 0 0 O
aM 0 0

Polinomul caracteristic asociat este —A(A* —a,a;M?) cu valorile
proprii 4, =0 si A4,; =+M,/a,a; . Din analiza acestor valori reiese faptul
ca punctul (0, M ,0) este un punct de echilibru instabil.

7 Concluzii

Aceste rezultate permit prezentarea mecanicii hamiltoniene ca o geometrie
construitd pe spatiul fazelor unui sistem mecanic. Mecanica hamiltoniana
este extrem de utild in rezolvarea problemelor din fizicd, permite intelegerea
caracterului general al miscarii in cadrul sistemelor complexe care au permis
dezvoltarea teoriei hiperbolice, a mecanici statistice si a mecanicii cuantice.
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